Google 



This is a digital copy of a book that was preserved for generations on Hbrary shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we liave taken steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's system: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can't offer guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist cin digitalcs Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den R^alen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 

Rahmen eines Projekts, mil dem die BLicher dieser Welt online verfugbar gemacht weiden sollen, sorgfaltig gescannt wurde. 

Das Buch hat das Uiheberrecht uberdauert und kann nun offentlich zuganglich gemacht werden. Ein offentlich zugangliches Buch ist ein Buch, 

das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch offentlich zuganglich ist, kann 

von Land zu Land unterschiedlich sein. Offentlich zugangliche Bucher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kultuielles 

und wissenschaftliches Vermogen dar, das haufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 

nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit offentlich zugangliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zuganglich zu machen. Offentlich zugangliche Bucher gehoren der Offentlichkeit, und wir sind nur ihre HLiter. Nichtsdestotrotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfugung stellen zu konnen, haben wir Schritte untemommen, urn den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehoren technische Einschrankungen fiir automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nuizung derDateien zu nkhtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tiir Endanwender konzipiert und mochten, dass Sie diese 
Dateien nur fur personliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Siekeine automatisierten Abfragen iigendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
Liber maschinelle Ubersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchfuhren, in denen der Zugang zu Text in groBen Mengen 
niitzlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fordem die Nutzung des offentlich zuganglichen Materials fur diese Zwecke und konnen Ihnen 
unter Umstanden helfen. 

+ Beihehallung von Google-MarkenelemenlenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei fmden, ist wichtig zur Information iibcr 
dieses Projekt und hilft den Anwendem weiteres Material Liber Google Buchsuche zu fmden. Bitte entfemen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalitdt Unabhangig von Ihrem Ver wend ungsz week mussen Sie sich Direr Verantwortung bewusst sein, 
sicherzu stellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafurhalten fur Nutzer in den USA 
offentlich zuganglich ist, auch fiir Nutzer in anderen Landem offentlich zuganglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir konnen keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulassig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und iiberall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

tJber Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten In form at ion en zu organisieren und allgemein nutzbar und zuganglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesem dabei, die BLicher dieser We lt zu entdecken, und unterstLitzt Au toren und Verleger dabci, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext konnen Sie im Internet unter |http: //books . google .coriil durchsuchen. 



i 



l(V*V,^3^%,tl 



SCIENCE CENTER LIBRARY 

GEORGE HAYWARD, M.D., 
OF BOSTON, 
ICIBH mt ie*»). 




Einleitung 



^3feV^ 



Theorie der cubischen Kegelschnitte. 

(Raumcurven dritter Ordnung.) 



Dr. C. A. Ton prach, 

PriTfttdoc«Dl BD am UnivoniMI Uitrburg. 



Separatabdnick aas der Zeitsclirift fUr Mathematik und Phyaik. 



Leipzig, 

Druck und Verlag von B, G. Teubner. 

1867. 



"^^^s^^.q 



JAN 6 ]:,j5 





BA\ 



^. 1 .-x^ 



> <- < t < jt< 



0% 



Inhalt. 



Einleitung. 

I. Capitel. Seite 

Von den Raumcurven im AUgemeinen. — Ihre Eintheilung nach Ordnungen 
nnd analytische Darstellung durch zwei Gleichungen als Schnitt von 
Flachen. — Anderer analytischer Ausdruck durch eine Gleichung. — Von 
den Curven 3.0. insbesondere; Fundamentalgleichungen derselben, sowie 
von den damit in Verbindung zu bringenden Geraden und Ebenen. — Bil- 
dung des reciproken Systems, welches mit der Tangentenflache der Curve 
identisch ist. — Analogic der Raumcurven 3. 0. mit ebenen Curven 2. O. 2 

n. CapiteL 

Stellung der Raumcurven 3. 0. im System der synthetischen Geometric. — 
Grundgebilde der synthetischen Geometric und deren analytischer Ausdruck, 
sowie ihre projectivische Beziehung auf einander. — Anharmonisches 
Verhaltniss ; Involution. — Elementargebilde. — Die Raumcurve 3. 0. und 
deren Reciprokalflache als Erzeugniss zweier Grundgebilde der zweiten Stufe. 

— Andere Erzeugung derselben vermittelst der Elementargebilde , sowie durch 
3 Grundgebilde erster Stufe. — Newton's und Maclaurin's Satz auf den 
Raum ubertragen 12 

in. Capitel. 

Fundamentaleigenschaften der Raumcurven 3. O. ; insbesondere ihre Analogic 
mit den Kegelschnitten. — Zur Untersuchung der Curve besonders geeignetes, 
tetraedrisches Coordinatensystem. — Anzahl der durch einen beliebigen 
Raumpunkt moglichen Osculationsebenen und Sehnen der Curve, «o wie 
der durch eine Gerade gehenden Tangenten. — Anharmonische Eigenschaften 
von Osculationsebenen, u. s. w. — Durch Verbindung eines Curvenpunkts 
mit alien iibrigen entsteht ein Kegel 2. O, — Kriterium ob 7 Punkte auf 
einer Raumcurve 3. O. liegen. — Ort der Spitzen aller Kegel , die durch 
6- gegebene Punkte gehen. — Harmonische Theilung einer Sehne 24 

IV. Capitel. 

Darlegung einiger reciproken Beziehungen zwischen dem cubischen Kegel- 
schnitt und seiner Tangentenflache. — Schnittcurve der Tangentenflache 
mit einer beliebigen Ebene, sowie mit Tangenten- und Osculationsebenen; 
Untersuchung- des den cubischen Kegelschnitt von einem beliebigen Punkt 
des Raumes, resp. einem solchen auf einer Tangente oder der Curve selbst 
gelegenen projicirenden Kegels. — Einige hierher gehorige Satze. — Be- 
ziehungen zwischen Raumcurven 3. O. und ebenen Curven desselben Grades. 

— Bestimmung des geometrischen Orts der Mittelpunkte aller in der Tan- 
gentenflache moglichen Kegelschnitte 36 

V. Capitel. 

Classification der cubischen Kegelschnitte und Aufstellung der einfachsten 
Gleichungen fur die einzelnen Species. — Wie bei den ebenen Kegelschnitten 
werden die unendlich entfernten Curvenpunkte als entscheidendes Moment 
benutzt. — Aufstellung der zur Distinction der Gattung dienenden cubi- 
schen Gleichung. — Gemeinsame Gleichung sammtlicher Species in der ein- 
fachsten Form; Ausdruck von Secanten, Tangenten u. s. w. — Specielle 
Untersuchung der 4 Gattungen; cubische Parabel, cubische Ellipse, cubische 
Hyperbel und cubische hyperbolische Parabel. — Construction dieser Curven 
vermittelst der descriptiven Geometric 46 



XY Inhalt. 

TI. CapiteL Seite 

Untersachung der 4 Gattangen ron cnbischen Kegelschnitten in Bezug auf 
die TangentenflSche und die sog. Durchmesser. — Bestimmung der Art des 
Kegelschnitts , welcber die Centra der in der TangentenflUche moglichen 
Eegelschnitte enth&lt, sowie der letzteren selbst fiir die einzelnen Species. 
Existenz von parallelen Osculationsebenen. — Schnittpankte der Ebene 
jener Centra mit der Curve. — Osculationsebenen, welche die Tangenten- 
flache in zwei Geraden scbneiden. — Nachweis von Geraden, worauf die 
Halbirungspunkte einer Reibe von Sebnen liegen, sog. Durchmesser. ... 58 

yn. CapiteL 

Von einigen Fl^cben, insbesondere solchen zweiter Ordnung, welcbe durcb 
einen cubischen Kegelschnitt geben. — Nur das einfache Hyperboloid und 
seine GrenzfSllle konnen durcb einen cubiscben Kegelscbnitt gelegt werden. 
— Beziebung der Curve zu den Erzeugenden des Hyperboloids. — Analogon 
des PascaVscben Satzes fiir den cubischen Kegelscbnitt. — Durcb die 
Raum curve 3. O. mogliche Rotationsbyperboloide. — Regelfl£lcbe erzeugt 
durcb die Verbindungslinien der Punkte, in welcben zwei collineare Ebenen- 
biischel mit einer Sebne der Curve als Achse die Curve treffen 69 

Tin. CapiteL 

Mebrere cubiscbe Kegelschnitte , insbesondere auf derselben Flacbe zweiten 
Grades. -^ Regelflilche durch drei Leitcurven, wovon einer oder mebrere 
cubiscbe Kegelscbnitte sind. — Gemeinsame Sebnen von zwei beliebig gelegenen 
Raumcurven 3. O. — Verscbiedenes Yerhalten von mehreren auf demselben 
Hyperboloid gelegenen cubiscben Kegelschnitten zu den Erzeugenden des- 
selben. — Biiscbel von auf einem Hyperboloid liegenden cubiscben Kegel- 
schnitten mit 4 Basispunkten. — Ebensolcbes mit 5 Basispunkten auf einem 
Kegel 2. O. — Regelflacbe, welche erzeugt wird durch eine an einem 
cubiscben Kegelschnitt und zwei Geraden bingleitende Gerade ; eben solcbe, 
die von alien durch eine Gerade gehenden Sebnen der Curve gebildet wird. 79 

IX. CapiteL 

Durch die Raumcurve 3. O. vermitteltes Correlationssystem. — Pundamental- 
satz, dass sich die Osculationsebenen von 3 in einer Ebene gelegenen 
Curvenpunkten im Pol der Ebene scbneiden. — Einander zugleicb um- und 
eingescbriebene Tetraeder in ihrer Beziebung zu Raumcurven 3. O. — 
Reciproke Gerade. — Conjugirte Ebenen und conjugirte Kegelscbnitte. — 
Directrix einer Ebene. — Conjugirte Punkte und conjugirte Kegel. — Fo- 
cale eines Puncts. — Biiscbel von conjugirten Ebenen und Reibe von con- 
jugirten Punkten; ibre gegenseitige Beziebung. — Uebereinstimmendes Ver- 
balten aller zu derselben Directrix gehorigen Ebenen, resp. derselben Fo- 
calen angeborenden Punkte zur Curve. — Zusammenbang zwiscben dem Pol 
einer Ebene und der Directrix derselben 90 

X. CapiteL 

Construct ionen. — Fiir 6 gegebene Punkte resp. Osculationsebenen zu con- 
struiren: erstens den in einer durch zwei dieser Punkte gehenden Ebene 
gelegenen dritten Curvenpunkt resp. die durch einen Punkt auf der Schnittlinie 
von zweien der gegebenen Ebenen gehende dritte Osculationsebene , dann 
Tangenten Bowohl an einem der gegebenen Punkte als in einer der gege- 
benen Ebenen, weiter die Osculationsebene eines Punktes resp. den Be- 
rtthrungspunkt einer Osculationsebene , ferner die in einer beliebigen Ebene 
liegenden 3 Curvenpunkte resp. die durcb einen beliebigen Punkt gehenden 
3 Osculationsebenen, endlich die Asymptoten der Curve. — Raumcurve 3. 
O., welche durcb 5 Punkte gebt und eine gegebene Gerade als Sebne ent- 
halt. — Construction der durch einen Punkt gehenden Sebne resp. der in 
einer Ebene gelegenen Schnittlinie zweier Osculationsebenen. — Einige 
Constructionen fiir Raumcurven 3. O. auf einem Hyperboloid 101 

Anhang. 

Bedeutung der Raumcurven 3. O. fur die Mecbanik 110 



Die Untersuchung von krummen Linien im Raum hat sicli lange 
Zeit hindurcli auf nur wenige fiir die practisclien Anwendungen wichtige 
F&lle bescliTfinkt und obsclion dadurcli, dass die durch die Differential- 
rechnung fiir das Studium der ebenen Curven gewonnenen Hilfs- 
mittel aucb anf die analogen rfiumlicben Oebilde angewandt wurden, 
die allgemeine Theorie der Raumcnrven nacb manchen Richtungen bin 
zu einem gewissen Abscbluss gelangte, blieben dennocb andere Tbeile 
derselben verbfiltnissmSssig sebr vernacblSssigt, woven eine der Haupt- 
ursacben in der umstSndlichen Art der Untersucbung, aus den Projec- 
tionen der Curve, zu sucben ist. Es wurde namentlicb kein Versucb 
gemacbt, die algebraiscben Raumcnrven, welcbe als Durcbecbnitte von 
algebraiscbcn F]acben entsteben mtissen , nacb Ordnnngcn zu classificiren 
und die aUgenieinen Eigenscbaften der einzelnen Ordnungen auf- 
zufinden. 

Erst im Jabr 1827 bat Mobius ^) die Principien zur rein analytiscben 
Bebandhing der Raumcnrven mit der Darstellung derselben durcb eine 
Gleicbung gegeben und beispielswciso mebrere Fundamentaleigenscbaften 
der Linien dritter Ordnung ermittelt. Ein Jabrzebent spater wurden dann 
von Cbaslos^) dieselben Curven 3. Ordnung von einem andern Gesicbts- 
punkt aus betracbtet und eine Menge ibrer wicbtigsten Eigenscbaften 
mitgetbeilt,. namentlicb die Analogie zwiscben ibnen als rSumlicben Ge- 



1) Der barycentrische Calcnl etc. Lpzg. 1827, 1. Absch, Cap. VII, p. 114 — 124. 

2) Geschichte der Geometrie. Deiitsch von Sohncke. Halle 1839. Note 
XXXIII, p. 441. 
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bilden und den ebenen Curven zweiten Grades bemerkt, welcbe durch die 
von Seydewitz^) gegebene Erzengung derselben vermittelst zweier von 
den in der syntbetischen Geometrie als Grundgebilde zweiter Stufe 
bezeicbneten Elementencomplexen voUstandig dargethan wurde. Hierauf 
wurden von Chasles ^ die friiberen Eesnltate wesentlicb vervoUstandigt 
und von Scbroter ^) nocbmals die Analogic der Ranmcurven 3. Ordnung mit 
den Kegelscbnitten, besonders in Bezng auf die durcb die Grundgebilde 
bedingten dualen Verhaltnisse ausflibrlicb erortert. Diese syntbetischen 
Untersuchungen erg^nzte dann Cremona*), welcber mit Benutzung der 
seitber in die analytiscbe Geometrie eingefiihrten neuen Metboden die- 
selben besttltigte und von beiden Standpnnkten aus die Untersucbung 
beberrscbend mancbes bisber nocb nicbt geniigend Beacbtete weiter ver- 
folgte und erscbopfte. 

Mit Riicksicbt darauf, dass einerseits syntbetiscbe Betracbtungen 
nicbt Jedermann angenebm sind und andererseits die analytiscbe Be- 
bandlung Cremona's ausserbalb seines Vaterlandes weniger bekannt sein 
mag, diirfte vielleicbt nacbfolgende Zusammenstellung der hauptsacb- 
lichsten Eigentbiimlicbkeiten der Ranmcurven 3. Ordnung, welcbe zugleicb 
cinen Beitrag liefert zu der immer innigeren Verscbmelzung der neuern 
analytiscben und syntbetiscben Gemetrie, sowie zu einer Tbeorie der 
algebraiscben Ranmcurven iiberbaupt, nicbt unerwiinscbt sein und die 
Aufmerksamkeit in etwas boberm Grade auf jene Curven binlenken, 
deren Bedeutung fiir die Mecbanik schon von Mobius^) und Chasles^) 
erkannt wurde und denen moglicher Weise fur die weitere Entwicke- 
lung mancber mecbaniscber und pbysikaliscber Untersuchungen eine 
nicbt unbedeutendere Rolle zugetheilt sein mag als den ebenen Curven 
und den Oberflachen 2. Ordnung, 



Erstes CapiteL 

Eine continuirliche Folge von Punkten beisst krumme Linie oder 
Curve, wenn einem jeden Punkt derselben im AUgemeinen nur zwei 
unmittelbar benachbart sind und irgend drei beliebig gewahlte Punkte 
der Reibe nicbt in einer Geraden liegen; es kann dieselbc aufgefasst 



1) Grunert's Archiv f. d. Math. u. Phys. X. p. 203. 

2) Liouville, journal d. math. 2« S'«, II, p. 397. 

3) Crelle's Journal f. M. LVI. p. 27. 

4) Tortolini, annali di math. I. p. 164, 278. II. p. 19, 201. V. p. 227. 
Crelle's Journ. f. M. LVIII. p. 138. LX. p. 188. LXIII. p. 141. 

5) Crelle's Journ. f. M. X. p. 317. 

6) Comptes rendus Qnin 1843). 



Von Dr. C. A. von Drach. 

werden als Bahn eines sich nacli einem bestimmten Gesetz bewegenden 
Punkts. Als fiir alle krummen Linien gemeinsames cbarakterislisclies Merk- 
mal stellt sich bei dieser AnfPassnng heraus, dass die Bewegungsricbtnng des 
Punkts, der die Curve bescbreibt, sich fortwahrend andert; das Gesetz der 
Aenderung ist fur jede specielle Curve ein anderes, und lassen sich die 
Curven mit Rucksicht auf dasselbe in gewisse Gruppen bringen. Man 
unterscheidet ebene und unebene Curven , je nachdem die Bewegung des 
beschreibenden Punkts in einer Ebene erfolgt oder nicht; von den 
letztem liegen 4 darauf willkiirlich angenommene Punkte nicht in einer 
Ebene; sie heissen auch Raumcurven oder gewundene Linien oder 
Curven doppelter Kriimmung. 

Um den analytischen Ausdruck von krummen Linien in einem 
Coordinatensystem zu finden, muss das Gesetz bekannt sein, nach wel- 
chem die einzelnen Punkte derselben sich construiren lassen ; man ge- 
langt dann, indem man die durch jenes Gesetz bestimmte Eigenthtim- 
lichkeit einer Curve als Function der Coordinaten darstellt, bei den 
ebenen Curven zu einer Gleichung zwischen den Coordinaten als ana- 
lytischem Aequivalent der Curve, und hat dieselben nach der Natur 
jener Gleichung in gewisse Kategorien gebracht, z. B. algebraische Cur- 
ven, transcendente Curven, Curven n^^^ Ordnung u. s. w. Complicirter 
verhalt sich die Sache bei den- unebenen Curven ; zum analytischen Aus- 
druck derselben sind 2 Gleichungen erforderlich, deren jede eine die 
Curve enthaltende Flache, im gunstigsten Fall eine die Curve auf eine 
von den Coordinatenebenen projicirende Cylinderflache reprSsentirt, und 
wird insbesondere eine tiber die Trennung der algebraischen von den 
transcendenten hinausgehende Classification der Raumcurven, also etwa 
der algebraischen nach Ordnungen etc., wie sich gleich zeigen wird, 
kaum durchzuftihren sein. Ueberhaupt bietet, wie leicht zu erkennen, 
das Studium der Raumcurven aus ihren Projectionen, je nach der Natur 
der Curve und dem Gegenstand der Untersuchung, bald mehr, bald 
weniger Unannehmlichkeiten. 

Beschranken wir uns nun auf die algebraischen Raumcurven, so 
kann man sie in Ordnungen theilen nach Analogic mit den ebenen al- 
gebraischen Curven, wenn man definirt: 

„Die Raumcurve w*^^ Ordnung kann mit einer beliebigen Ebene 
hochstens n Punkte gemein haben; oder die Raumcurve w**^*" Ord- 
nung wird von jeder Ebene in n (reellen oder imaginaren) Punk- 
ten getroffen, von welchen auch beliebig viele oder alle zusammen- 
fallen konnen." . 
Zwei algebraische Fl^chen, deren eine von der r*®°, die andere 
von der p*®" Ordnung ist, schneiden sich in einer Curve von der rj»*®" 
Ordnung, denn die beiden Flachen werden von einer beliebigen Ebene 
in Curven von der r^®", resp. p^'" Ordnung getroffen und diese beiden 
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Curven liaben dann, wie in der analytiscben Planimetrie mit Hfilfe eines 
bekannten Satzes fiber die Elimination bewiesen wird, rp gemeinsame 
Punkte, welcbe eben die Schnittpunkte der jenen Flachen gemeinsamen 
Curve mit der betrachteten Ebene sind. Es scheint hiernach, als wenn 
mancbe Kaumcurven, z. B. die von der 3. oder 6. Ordnung gar nicht 
existirten, weil sie wenigstens auf die angegebene Weise als Scbnitt von 
Flachen nicht dargestellt werden konnen, oder dass die Curven von den 
betreffenden Ordnungen ebene Curven seien, iudem die eine der sie 
bestimmenden FlSchen eine Ebene, die andere eine Flfiche vom 3. oder 
6. Grad wSre. Die erw^hnten Curven existiren jedoch wirklich, nur 
konnen sie nicht als vollstMndiger Schnitt von 2 algebraischen Flachen 
vorkommen; sie enthaltende Flachensysteme schneiden sich ausserdem 
noch in andern Curven; es erscheint z. B., wie wir spater sehen wer- 
den, die Raumcurve 3. Ordnung als Schnittcurve von 2 Flachen 2. Ord- 
nung, welche eine Gerade gemein haben, so dass, wie es nach dem 
Obigen sein muss, der voUstandige Schnitt jener beiden Flachen aus 
der Curve 3. Ordnung und der Geraden, also einem einer Curve 4. Ord- 
nung aequivalenten System besteht. Es geniigen n^mlich (iberhaupt der 
obigen Definition der Raumcurve n*®*^ Ordnung gewisse Systeme, die 
aus Geraden, ebenen und unebenen Curven geringerer Ordnung be- 
stehen konnen; so kann z. B. die Curve 4. Ordnung, welche zwei 
Flachen zweiten Grades gemeinsam ist, auch in 2 ebene Kegelschnitte 
zerfallen u. s. w. 

Nach der aus den geometrischen Grundgebilden sich ergebenden 
und daher die gesammte Geometrie beherrschenden Dualitat, zu deren 
Nachweis fur bestimmte Raumfignren in dem sogenannten Gesetz der 
Reciprocitat eine bequeme und sichere Handhabe gegeben ist, ent- 
sprechen den Curven im Raume abwickelbare Oberflachen, d. h. Regel- 
flachen von der Beschaffenheit, dass sie ohne Deformation, allein durch 
successive Drehung in eine Ebene ausgebreitet werden konnen, was be- 
kanntlich immer moglich ist, wenn jede erzeugende Gerade mit ihrer 
nachstfolgenden einen Punkt gemein hat. 

Die angegebene Beziehung zwischen Raumcurven und developpablen 
Flachen ergibt sich durch folgende Betrachtung. Nimmt man auf der 
Curve eine Reihe von einander folgenden Punkten a, b, c, d . . , an, so 
bestimmen dieselben ein System einander folgender Sehnen a6, be, cd. . ., 
die, wenn die betre£Penden Pcinkte unendlich nahe sind, in Tangenten 
der Curve iibergehen. Diese Tangenten bilden in ihrer Gesammtheit eine 
abwickelbare FlSche, weil jede voti ihnen die nachstfolgende schneidet; die 
durch je 2 aufeinanderfolgende von ihnen gehenden Ebenen ab c, bed. . . 
sind Beriihrungsebenen jener Tangentenflache der gegebenen Curve und 
zugleich Osculations- oder Schmiegungsebenen der letzteren, weil jede von 
ihnen 3 unendlich nahe Punkte derselben enthalt. Nach dem Gesetz 
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der Reciprocitat entsprechen nun den Punkten «, 6, c, d . . . der Curve 
Ebenen A, B, C, i> . . . ; je zwei aufeinanderfolgende dieser Ebenen 
schneiden sicli in einer Geraden AB^ BC^ Ci) . . ., die von der nachst- 
folgenden geschnitten wird, so dass also durch die Gesammtheit dieser 
letzteren gleichfalls-eine abwickelbare Regelflache erzeugt wird, welche die 
Ebenen A, B, C^ D . . . zu Tangentenebenen hat. Die dreien aufeinander- 
folgenden Tangentenebenen oder zwei folgenden Tangenten gemeinsamen 
Punkte ABC, BCD . . . bilden endlich eine jener Flache angehorige Eaum- 
curve, ihre sogenannte Wendecurve oder Gratlinie. ^) Betrachtet man, 
wie vorher, eine gegebene Curve als Schnitt von zwei Flacben, also er- 
zeugt durch die jenen Flachen gemeinsamen Punkte, so ist die ihr reci- 
proke abwickelbare Flache das Erzeugniss von sammtlichen Tangenten- 
ebenen, welche die jenen beiden Flachen reciprok entsprechenden Flachen 
zugleich beriihren ; geht insbesondere die Raumcurve in eine ebene Curve 
iiber, so ist ihre Reciprokalflache eine Kegelflache. 

Verfolgt man die angegebenen Beziehungen weiter, so findet sich, 
dass die Ordnung der Raumcurve gleich ist der Classe der ihr reciproken 
developpablen Flache, d. h. der Anzahl der Tangentenebenen , die von 
einem Punkte aus an sie gelegt werden konnen; ferner, dass die Ord- 
nung dieser Oberflache, d. h. die Anzahl ihrer Schnittpunkte mit einer 
Geraden gleich ist dem Rang der Curve, d. h. der Anzahl der Tangen- 
ten, die von Punkten einer Geraden aus an sie moglich sind. Man er- 
kennt ferner, dass dem Kegel, den man erhMlt, wenn ein beliebiger 
Punkt des Raumes mit den einzelnen Curvenpunkten verbunden wird, 
die Schnittcurve jener developpablen OberflSche mit einer Ebene ent- 
spricht , und was dergleichen Beziehungen noch mehr sind , die wir 
bei Untersuchung der Raumcurven 3. Ordnung ausfuhrlich zu erortern 
haben werden. 

Eine weitere den Raumcurven eigenthiimliche Art dualistischer Ver- 
haltnisse, die zwar im Wesentlichen in der angegebenen schon enthalten 
ist, bestett in Folgendem: wie in der Ebene eine Curve angesehen 
werden kann als Enveloppe ihrer Tangenten, oder eine FlSche im Raum 
als solche ihrer Beruhrungsebenen , so kann die Raumcurve aufgefasst 
werden, als Erzeugniss ihrer Osculationsebenen, und es stehen sich dann 
bei derselben entgegen die Ordnung der Curve in der obigen Bedeu- 
tung und ihre Classe, d. h. die Anzahl der von einem Punkt an d}e 
Curve moglicben Osculationsebenen. 



1) Der Zusammenhang, in welchem eine abwickelbare Flache mit ihrer Wende- 
curve steht, wird am leichtesten erkannt, wenn man umgekehrt von dieser gege- 
benen Curve ausgehend die Tangentenflache derselben bildet, indem man, wie 
oben, die Curve zunachst durch ein unebenes Polygon ersetzt, und jene Flache 
demnach durch eine gewisse polyedrische Figur, deren Kanten von den verlan- 
gerten Seiten des Polygons gebildet werden. 
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Wenn nun oben zwei Gleicbungen zwiscben Punktcoordinaten eine 
Curve darstellen als Schnitt von 2 FlMchen, so reprMsentiren nacb dem 
eben Entwickelten 2 Gleicbungen in Ebenencoordinaten eine abwickel- 
bare Flstche und aucb eine Curve; alle Ebenen namlicb, deren Coordi- 
naten den beiden Gleicbungen gentigen, sind Tangentenebenen jener 
Oberflache und zugleicb Osculationsebenen jener Curve, so dass also die 
letztere Wendecurve der Flacbe ist. Bevor wir uns nun zur Unter- 
suchung der Raumcurven 3. Ordnung im Besondern wenden, ist es unsere 
nacbste Aufgabe, eine Methode ausfindig zu macben zur analytiscben 
Darstellung der Curven doppelter Kriimmung , die von den angedeute- 
ten, mit der vorbergegebenen Darstellung dieser Curven verbundenen 
Inconvenienzen frei ist; dieselbe berubt anf den folgenden Principien. 
Es seien in einem recbtwinkligen Coordinatensystem im Raum 

Aq ^ a^ u + b^^ V + Cq TV + dQ = 0, 

A^^ a^ u -^ bi V + Cj w + ^1 = 0, 

An = an U + b„V + CnTV + dn = 

die Gleicbungen einer Anzahl von Punkten, 0, 1, . . . w, d. h. lineare 

Gleicbungen zwiscben den variablen Ebenencoordinaten «, v^ w, dann 

stellt bekanntlicb die Gleicbung 

^0 + A ^1 = 0, 

worin X eine willkiirliche Constante bezeichnet, eiuen Punkt auf der 

Verbindungslinie von und 1 dar, und zwar kann durch scbickliclie Wabl 

von X zwiscben — oo und + oo jeder dieser Geraden angeborende Punkt 

durcb eine Gleicbung von der angegebenen Form reprSsentirt werden. 

Durch die Gleicbung 

Aq + I A^ + iiA2 = 0, 

in welche 2 willkiirlicbe Constante A und ft eingeben, werden alle in der 

Ebene der Punkte 012 gelegenen Punkte dargestellt und endlicb durcb 

die folgende 

Aq+ kA^ + iiA^ + vA^ = 0, 

die mit den 3 willkurlicben Constanten k, fi, v bebaftet ist, ein jeder 
beliebige Punkt des Raumes. Ueberbaupt wird jede in ahnlicber Weise 
aus irgend welcben der gegebenen n Punktgleicbungen zusammengesetzte 
Gleicbung wieder die Gleicbung eines Punkts sein und zwar kann man, 
sobald die Anzabl der in eine solcbe Gleicbung eingefubrten willkur- 
licben Constanten A, ft . . . nicbt kleiner als 3 ist, dieselben immer so 
bestimmen, dass die Gleicbung einen bestimmten Punkt im Raume dar- 
stellt; es wird sogar, sobald die Anzabl dieser Constanten grosser als 3 
. ist, der betreffende Punkt auf unendlicb viele Arten durcb eine Gleicbung 
von der angegebenen Form reprasentirt werden konnen. Nimmt man 
jedocb an, es bestanden zwiscben den n — 1 in die allgemeinste der- 
artige Gleicbung 
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eingehenden Constanten Z , ft . . . v eine geniigende Anzahl von Rela- 
tionen, um n — 3 derselben als Functionen der beiden iibrigen auszu- 
driicken, so werden, wie man aucb diese beiden letzteren variiren lasst, 
nicht mehr alle Punkte des Raumes in Form der obigen Gleichung ge- 
geben werden konnen, sondern nur die einem gewissen geometrisclicn 
Ort angehorenden. Sind insbesondere n — 2 der Constanten etwa ft . . . v 
ganze Potenzen von der noch iibrigen I (die, wovon wir indess hier ab- 
sehen wollen, nocli mit beliebigen aber constanten Factoren verseben 
sein diirfen), so besitzt der durch die Gleichnng 

L ^0 + A ^1 + A2 ^2 + + A« An=0 

dargestellte Ort eine Eigenscbaft, die wir als Kriterinm der Baumcurve 
^ler Ordnung bezeicbnet baben, namlicb dass er mit jeder Ebene des 
Eaumes n Punkte gemein bat. Es geht dies daraus bervor, dass, wenn 
man in die Gleichung I. beliebige einer bestimmten Ebene angeborige 
Coordinaten U^ F", W einsetzt und dann nach I auflost, sicb n (reelle 
oder imaginSre) Wertbe fiir ^ ergeben, welche die Gleichung befriedigen ; 
mit andern Worten die Gleichungen von n (reellen oder imaginliren) 
Punkten gefunden werden, die dem fraglichen Ort und der durch die 
Coordinaten U, V, W bestimmten Ebene gemeinsam sind. . Um die Iden- 
titat dieses geometrischen Orts mit einer Curve n^^^ Ordnung nachzu- 
weisen, hat man nur noch zu zeigen, dass die ihm angehorenden Punkte 
eine zusammenhKngende Eeihe bildeu, d. h. dass die Coordinaten der- 
selben stetig in einander tibergefuhrt werden konnen. Zu diesem Zwecke 
bilden wir aus der gegebenen Gleichung irgend eines dem zu unter- 
suchenden Ort angehorigen Punkts, der also durch die obige Gleichung 
I. fur irgend welche Annahme von k dargestellt wird, seine rechtwink- 
ligen Coordinaten : ^) 

«o + ^ ^1 + + A^Qn 



II. 



^ h^ + kh^ + + k^hn 

^ d^ + kd, + +k-dn' 



Cq + k C^ + + k" Cn 

^ "* (/O + A t/i + + k^dn 

und ersehen sofort, da dieselben rationale Functionen von k sind, dass 
einer unendlich kleinen Aenderung von k auch nur eine unendlich kleine 
Aenderung der Coordinatenwerthe entsprechen kann, dieselben also bei 
continuirlicher Variation von k continuirlich in einander iibergehen miissen. 
Die Gleichung 



1) Vergl. Hesse, analyt. Geometrie des Raumes, p. 48. 
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worin Aq^ A^^ . . . . A„ die linken Seiten von Punktgleichungen und A 
eine willkiirliche Constante bezeichnet, reprasentirt also eine Raumcurve 
^ter Ordnung, indem aus ihr, wenn A alle Werthe der reellen und der 
imaginaren Zahlenreihen durchlauft, successive die Gleichungen aller der 
Curve angehorigen Puukte hervorgehen. Die Grosse A, von welcher, 
wenn die Gleichung I. der Curve gegeben ist, die Lage eines jeden 
Curvenpunktes einzig und allein abhangt und die im Allgemeinen fiir 
jeden dieser Punkte verschieden ist, nennt man den Parameter des 
betrefifenden Punkts. Die rechtwinkligen Coordiiiaten lassen sich dann 
mit Hiilfe der Gleichung II. fiir jeden Parameter leicbt ermitteln. 

Die fiir die algebraischen Raumcurven im Vorhergebenden ent- 
wickelte allgemeine Gleichung iSsst ohne weiteres ersehen, dass keine 
unebenen Curven erster und zweiter Ordnung existiren; denn die Raum- 
curve erster Ordnung gibt sich durch die Form ibrer Gleichung 

^0 + ^^1=0 
sogleich als Gerade zu erkennen, wabrend aus der Gleichung 

^0 + A^i + A2^2 = 
der Raumcurve zweiter Ordnung sogleich hervorgebt, dass die Curve 
ganz in der Ebene der 3 Punkte Aq=: 0<, A^ = 0, A2 = enthalten ist 
und daher mit einer ebenen Curve 2. Ordnung, also einem sogenannten 
Kegelscbnitt identisch ist. Die unebenen oder gewundenen Curven be- 
ginnen daher erst mit den Raumcurven 3. Ordnung; diese werden dar- 
gestellt durch die Gleichung 

(1) Ao + XAi + k^A2 + k^A,, = 
und fur die rechtwinkligen Coordinaten ibrer Punkte hat man die Aus- 
driicke : 

«Q + A«jH-A^«2H"^^^3 

6o + A6i + k'^ bl + AU3 



(2) 



^ dQ + kd^ + Pd^ + V d^' 
_ Cq + A Cj + A^C2 + A^ C3 



dQ + kd^ + A2(i2 + ^^d^ 

Aus diesen drei zwischen den Coordinaten eines Curvenpunkts und dem Pa- 
rameter des Punkts stattfindenden Relationen leitet man durch Auflosung 
nach A, A^, A^ andere fiir die Untersuchung der Curven brauchbarere ab, 
namlich 

^3^+ ^3 2/ + ^3^ + £^3' 

M^x + N.,y + P^z+ Q,' 
^ M^x + N ^y + Po^+Q. 
M^x + N^y + P,z + Q^' 
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, %, '^w'^.. -N«'\,-v. 'N.-\*N..->- N.-N.>,'N.'N.>fc^- 



wonn 



*2 — *1 ^2)» 
^2 "2 ^l)> 

«2 ^2 ^l)) 

^2— «8 ^1)) 

«3 — ^3 «l)> 



3 



- «3 ^1)' 
ri3 — &3 Oj), 



-31^0 ^^ *0 (^1 ^2 — ^2 ^1) + ^0 (*1 ^2 — *2 ^1) + ^0 (^ 
^^0 = «0 (^1 ^2 — ^2 ^1) + ^0 (^1 «2 ~ ^2 «l) + ^0 (« 
^0 = «0 (^1 *2 — ^2 *l) + *0 («1 ^2 — «2 ^1) + ^0 (^ 
Oo = «0 (^1 <^2 — ^2 ^1) + ^0 i^l «2 — ^2 «l) + ^0 (« 
^1 = ^0 (^1 ^3 — ^3 ^1) + ^0 {^\ ^3 — ^3 ^1) + ^0 (^ 
N^ = Uq {d^ C3 — ^3 Cj) + Co («! ^3 — «3 rf,) + rfo (^ 

^1 = «0 (*1 ^3 — *3 ^1) + *0 (^1 «3 — ^3 «l) + ^Q (« 
^1 = «0 (^1 ^3 — ^3 ^1) + ^0 («l ^3 — «3 ^1) + ^0 iP 
M^ = ^0 (<^2 ^3 — ^3 ^2) + ^0 (*2 ^3 — ^3 ^2) + ^0 (^2 *3 — ^3 *2)» 
JS^ = Oq (Co C?3 — C3 ^2) + ^0 (^2 «3 — ^3 «2) + ^0 («2 ^3 " «3 ^2)* 
/>2 = «o (^2 ^3 — ^3 ^2) + *0 («2 ^3 " «3 ^2) + ^0 (^2 «3 " *3 «2)» 
^2 = «0 (*2 ^3 — *3 ^^2) + ^0 (^2 «3 " <^3 "2) + ^0 («2 ^3 " «3 ^2)' 
^3 = ^1 (<^2 ^3 — <^3 ^2) + ^i (^2 *3 — ^3 ^2) + ^1 (^2 ^3 " ^3 «2)> 
^3 = «1 (^2 ^3 — ^3 ^2) + ^1 («2 ^3 — «3 ^2) + ^1 (^2 «2 " ^3 «2)» 
/>3 = aj (62 ^3 — 63 ^2) + ^ (^2 «3 — ^3 «2) + ^1 («2 ^3 *" «3 ^2)' 
(p3 = aj (63 C2 — 62 ^3) + *1 («2 <^3 — «3 ^2) + ^1 («3 *2 — «2 ^s) 

zu setzen sind. Man zieht aus der Fonn obiger Ausdriicke, da die rechts 
vorkommenden Summen in Bezug auf x, y, z linear sind, den Schluss, 
dass, wenn umgekehrt zwischen 4 beliebigen in Xj y, z linearen Aus- 
drucken : 



U. 



a 







^ + ^Qy + CqZ + d 



» 



Ui — aiX + b^y + c^z + d^, 
[Zj = «2 ^ + ^2 y + ^2 ^ + ^2) 

^3 = ^3 ^ + *3 y + ^3 ^ + ^3 



die Relationen: 



(3) 



^«=: A3; ^= A2; 5 = '^ 



U. 



V. 



u. 



'3 ^3 ^3 

angenommen werden, die Coordinaten a:, y, z, welche den Gleichungen 
(3) zugleicb genugen, je nach der Wahl von A irgend einem Punkt 
einer bestimmten Raumcurve 3. Ordnung angehoren; ein Schluss, dessen 
Richtigkeit auch noch dadurch ausser Zweifel gestellt wird, dass man 
durch Auflosung der Gleichungen (3) nach Xy y, z dafiir Ausdrucke von 
der Form (2) erhfilt. 

Wir konnen daher bei Untersuchung der unebenen Curven 3. Ord- 
nung von den Gleichungen (3), die compendioser, wie folgt, geschrieben 
werden 

(3*) . UqI Ui : 272 • ^»= A^ : A^ : A : 1, 

ausgehen und leiten zunachst aus ihnen durch Division drei andere, zur 
Bildung der Gleichungen von den bei Untersuchung der Raumcurven in 
Betracht kommenden Geraden und Ebenen besonders geeignete, her, 
namlich 
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(4) UQ — kU^ = 0', U^ — I U^ = 0', U^ — IV. = 0, 

welches letztere System drei Ebenen reprasentirt , deren Durcbschnitts- 
punkt ein Punkt unserer Raumcurve dritter Ordnung ist. Fiir einen 
Wertb A J des Parameters, erhalt man aus (4) die Gleichungen 

^0 — -^! ^1=0; ^1— -^1 ^2==^; ^2 — ^v ^3 = 0, 
von 3 andern Ebenen, deren Durcbscbnittspunkt ein zweiter Punkt der 
Curve ist. Die Gleichungen der Verbindungslinie beider Punkte wer- 
den leicht gefunden als Durchschnitt von zwei Ebenen, deren jede die 
beiden Punkte enthalt. Nun hat die Gleichung einer jeden durch den 
Punkt A gehenden Ebene die Form 

worin /, /w, n unbestimmte Constanten bedeuten; soil dieselbe durch den 
Punkt A J gehen , so hat man nur entweder /=1, m = — Aj, w = 
oder / = 0, w = l, wc=! — Aj zu setzen und erhalt die Gleichungen 



(5) 



\Ui -(A + Aj) U^ + III U3 = 



der die Punkte X und Aj verbindenden Geraden, als Gleichungen von 
zwei Ebenen, die auch durch den Punkt i. i gehen, weil sie aus der 
Gleichung 

r(C^o~^i ^i) + ^(^1 -^1 ^2) + ^(^2-^1 ^3) = 

einer durch den Punkt . A^ 'gehenden Ebene fiir die Werthe r == 1, 

s = — A, / = und r=:0, 5=1, f= — A erhalten werden. 

Lasst man den Punkt A mit A^ zusammenfallen, so geht jene Secante 

in eine Tangente iiber und man erhalt als Gleichungen derselben aus 

(5) folgende: 

J U,-2XUi+X'U, = 0; 

vermittelst deren man die Gleichung einer jeden durch diese Tangente 
gehenden und daher die Curve gleichfalls beriihrenden Ebene, d. h. einer 
Tangenten ebene der Curve unter der Form 

(7) {Uq — 2 I Ui + k ''U^) +m{U^ — 2 X U2 + l'^U.^)=0 

darstellen kann. Eliminirt man aus den Gleichungen (6) der Tangente 
den Parameter A, so erhalt man 

V„, 0, U,, 

Ui, U„, 0,, u, 

U,, Ui,U.^, u, 

0, U^. 0, u., 

oder entwickelt 

(8*) {U„ U, -UiU,)^--i {Ui U, - U,') {U, U, - P/0 = 

9.1s Gleichung der von den Tangenten unserer Raumcurve 3. Ordnung 



(8) 



= 
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gebildeten Oberflache, welche, da [7q, U^^ U^-, U.^ in a:, ?/, z lineare Aus- 
drticke sind, vom 4. Grad ist. Auf ganz ahnliche Weise, wie die Glei- 
chuDgen einer Secante gefunden wurden, lasst sich noch die Gleichung 
der Ebene ermitteln, welche durch die Curvenpunkte A, Aj, A, bestimmt 
iet, nfimlicli indem man eine durcli die Sehne A A^ gehende, mithin 
durch die Gleichung 

U,-^{1 + A,) V, + Ik, U, + mlU,—\x + k,) U^ + ll, U^] = 

reprasentirte Ebene, auch durch die Secante A Aj gehen lasst. Es ist 
dies der Fall fiir w = — A 2 und man erhalt 

(9) [7o-(A + Ai+A2) ?7i+(AAi+AA2+Ai A2) U^—Xl,X^ U,^0 

als Gleichung der gesuchten die Punkte A, A^, Aj enthaltenden Ebene, 
aus welcher, indem A = A^ = Aj angenommen wird, die Gleichung 

(10) f7o — 3 A t^i + 3 A2 1^2 — A3 t^3 = 

der die Curve im Punkte A dreipunktig beruhrenden Ebene, der soge- 
nannten Schmiegungs- oder Osculationsebene hervorgeht. Die beiden 
Secanten A Aj und A Aj, durch welche die Ebene (9) bestimmt wurde, 
gehen hierbei in Tangenten fiber, woraus man erkennt, dass die Oscu- 
lationsebene, wie schon friiher angegeben, auch de£nirt werden kann als 
die Ebene, welche zwei unendlich nahe Tangenten der Curve enthalt. 

Es fallt sogleich in die Augen, dass diese letztere Gleichung (10) 
ganz ^hnlich aus den in Punktcoordinaten linearen Ausdrucken Uq, V^, 
^2> ^3 ^^^ ^®°^ Parameter A zusammengesetzt ist, wie die Gleichung 
(1) unserer Curve aus den in Ebenencoordinaten linearen Ausdrucken 
Aq, ^j, A2, -4 3 und wir erhalten daher, da der Umstand, dass in der 
Gleichung (10) zwei Glieder mit dem constanten Factor 3 behaftet sind, 
in GemMssheit der obigen Bemerkung uber die allgemeinste Form der 
Gleichung einer Curve, fur die geometrische Bedeutung der. Gleichung 
von keinem Belang ist, durch die vorhergehenden Betrachtungen Ant- 
wort auf die Frage nach der Bedeutung der Gleichung (1) bei Inter- 
pretation derselben in Punktcoordinaten , eine Frage, die wir uns ohne- 
dem, in Anbetracht der iiberall in der Geometrie waltenden Dualitat, 
jetzt hatten vorlegen miissen. Die Gleichung 

^0 + X^i + A2^2 + ^'^3 = 
worin nun Aq^ A,, ^2? ^3 die linken Seiten der Gleichungen von 
Ebenen bedeuten, stellt, wie jetzt aus dem Vorhergehenden unmittelbar 
erhellt, ein System von Ebenen im Eaum dar, welche erstens sammtlich 
eine bestimmte unebene Curve 3. Ordnung osculiren und zweitens eine 
gewisse developpable Oberflache tangiren, so dass also die Oberflache 
jene Curve zur Wendecurve hat. Das System ist von der Beschaffen- 
heit, dass durch jeden Punkt des Raumes drei Ebenen desselben hin- 
durchgehen, d. b. von einem jeden Punkt des Kaumes aus sind an jene 
Curve 3 Osculationsebenen moglich, es ist dieselbe also von der 3. Classe 
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und femer die der Kaumcure 3. Ordnung reciprok entsprechende Ober- 
flache ist gleichfalls von der dritten Classe, weil durch jeden Punkt des 
Eaumes drei Tangentenebenen an sie gelegt werden konnen. / Das 
Punktsystem 3. Ordnung, welches die Gleichung (1) zwischen Ebenen- 
coordinaten darstellt, erweist sich also voUkommen reciprok mit dem 
System 3. Ordnung von Ebenen, welches dieselbe Gleichung zwischen 
Punktcoordinaten reprasentirt, wie dies besonders darin hervortritt, dass 
die (Tangenten-) Flache, welche in einem Fall durch die Verbindungs- 
linien je zwei aufeinander folgender Punkte, im andern durch die 
Schnittlinien je zwei unendlich liaher Ebenen gebildet wird, dieselbe 
ist. Diese Eigenschaft, sich selbst reciprok zu sein, bekundet eine ge- 
wisse Analogic zwischen den Raumcurven 3. Ordnung und den ebenen 
Curven 2. Grades, deren weitere Verfolgung und Aufdeckung sich da- 
her als eine unserer Hauptaufgaben ftir die Untersuchung jener Raum- 
curven hinstellt. 

Die Verwandtschaft der beiden Gebilde lasst sich zunaclist schon 
nachweisen durch die vcUbtandige Uebereinstimmung ihrer Gleichungen 
und eines leicht daraus herzuleitenden allgemeinen Gesetzes zu ihrer 
punktweisen Bestimmung. Die Gleichung 

eines Kegelschnittes , der die Geraden U^ = und iJg = zu Tan- 
genten und die Gerade Z/j = zur Beriihrungssehne hat , lasst sich 
namlich ersetzen durch das System 

ganz entsprechend der Gleichung (3*) unserer Raumcurve 3. Ordnung. 
Nimmt man, um nur die letztere als die allgemeinere zu beriicksichtigen, 
an, die itf ihrem Ausdruck (3*) vorkommenden linearen Ausdriicke Uq^ 
^1 ) ^^2v ^3' welche gleich Null gesetzt Ebenen reprasentiren , seien in 
der sogenannten Normalform gegeben oder auf sie reducirt, d. h. es sei 

Z7n= oc cos ccn+ y cos /J« + 2 cos y„ + /?„, [n = 0, 1, 2, 3] 

so erhalt man durch Einsetzen der Coordinaten x y z eines bestimmteu 
Punkts in dieselben die resp. Entfernungen des Punkts von jenen 4 
Ebenen und kann daher die Gleichung (3*.) folgendermassen als Satz 
aussprechen : 

Der geometrische Ort aller Punkte, fiir welche die Entfernungen 
/*Q, Pj, Po', P-i von 4 festen Ebenen 0, 1, 2, 3 in der Beziehung 

Pq, P^: P.^: P^ = X^ : X'^ : Xil 

stehen , ist eine Raumcurve 3. Ordnung, welche durch 2 Ecken 
und den Schwerpuukt des von jenen Ebenen gebildeten Tetraeders 
geht. 
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Der entsprechende Satz fiir die Ebene heisst dann: 

Der geometrische Ort aller Punkte, deren Entfernungen Pq, Pj, 
P2 von drei festen Geraden 0, 1, 2 in der Beziehung 

stehen, ist ein Kegels chnitt, der durch 2 Ecken und den Schwer- 
punkt des von jenen Geraden gebildeten Dreiecks geht. 



Zweites CapiteL 

Die vorher angeregte Analogie der Raumcurven 3. Ordnung mit 
den ebenen Curven 2. Grades und die sich daran ankntipfenden weiteren 
Beziehungen werden am sichersten und raschesten erkannt, wenn man 
die Stellung untersucht, welche die unebene Curve 3. Ordnung im 
System der synthetischen Geometrie einnimmt, weil gerade diese geome- 
trische Disciplin den organischen Zusammenhang bewahrt, in welchem 
die complicirteren Raumgebilde mit den sogenannten Grundgebilden 
stelien, und eben dadurch jene Durchsichtigkeit erhalt, welche sofort in 
jedem zusammengesetzten Gebilde die einfachsten Grundelemente wieder 
auffinden und damit sein eigentlichstes Wesen erkennen lasst. 

Die Grundgebilde der synthetischen Geometrie sind bekanntlich 
folgende sechs: das gerade Gebilde (Inbegriff aller auf einer Geraden 
liegenden Punkte), der (ebene) Strahlenbtischel (Gesammtheit aller Ge- 
raden in einer Ebene, die durch denselben Punkt gehen), der Ebenen- 
buschel (bestehend aus alien Ebenen, die sich in einer Geraden schnei- 
den), das ebene System (enthaltend alle Punkte einer Ebene), der 
(raumliche) Strahlenbtindel (Inbegriff aller durch ein en Punkt des Raumes 
moglichen Geraden) und endlich das r^lumliche System (Gesammtheit 
aller Punkte des Raumes). Man hat dieselben weiter eingetheilt in 
Stufen, je nachdem sie nur Elemeute einer Art, oder solche von ver- 
schiedenen Arten umfassen; es sondern sich in dieser Weise dann das 
gerade Gebilde, der Strahlenbtischel und der Ebenenbuschel als Grund- 
gebilde der ersten Stufe, das ebene System und der Strahlenbtindel als 
solche der zweiten Stufe und endlich das raumliche System als der 
dritten Stufe angehorend. 

Die analytischen Ausdrticke ftir diese Grundgebilde lassen sich leicht 
herstellen; was zuniichst die beiden der Ebene angehorenden Gebilde 
betrifft, so stellt die Gleichung 

je nachdem man die Symbole /^,) und A^ als die linken Seiten der 
Gleichnngen von 2 Punkten oder von 2 Geraden reprasentirend betrachtet, 
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das gerade Gebilde oder den Strahlenbiischel dar. Fiir raumliche Coor- 
dinatensysteme stellt dieselbe Gleicbung bei Interpretation in Ebenen- 
coordinaten gleichfalls ein gerades Gebilde, bei Interpretation in Punkt- 
coordinaten einen Ebenenbiischel dar. Das ebene System und der 
Strahlenbundel werden in gleicher Weise durch die Gleichung 

^Q + A ^j + ^ ^2 == ^ 

ersetzt und endlich das raumlicbe System durch die Gleichung 

Af^ •\- X Ay^ + ft ^2 + ^ ^3 = ^• 

Aus diesen Gleichungen tritt dann auch der Unterschied zwischen den 
Grundgebilden der verschiedenen Stufen aufs schSrfste hervor. 

Das wirksame Instrument der synthetischen Geometrie ist nun die 
ihr eigenthiimliche Beziehung, in welche die Elementargebilde unter- 
einander gebracht werden, nUmlich die sogenannte projectivische oder 
collineare Beziehung, wonach einem jeden Element des einen Gebildes 
ein aber auch nur ein Element des andern entspricht, und zwar bei 
den Gebilden 2. und 8. Stufe nur gleichartige Elemente. Man weiss, 
wie diese Beziehung rein geometrisch durch die sogenannte perspecti- 
vische Lage der Gebilde vermittelt wird, ebenso, dass ausser der ange- 
gebenen Beziehung von nur gleichartigen Elementen der Gebilde auf 
einander, auch noch eine andere mit un gleichartigen Elementen benutzt 
wird, die jedoch fiir uns nicht weiter in Betracht kommt. Mit Kuck- 
sicht auf die gegebenen analytischen Ausdriicke der Grundgebilde bietet 
sich die Moglichkeit, dieselben projectivisch auf einander zu beziehen, 
fast noch einfacher als vom rein geometrischen Gesichtspunkt und er- 
kennt man dabei sogleich, dass die Beziehung nur immer zwischen Ge- 
bilden derselben Stufe moglich ist. Um irgend zwei Gebilde der ersten 
Stufe, welche wir mit den Gleichungen 

^0 + ^^1=0; ^0 + ^^1 = 
darstellen woll'en, projectivisch, d. h. eindeutig aufeinander zu beziehen, 
genugt es, festzustellen, dass in den obigen beiden Gleichungen solche 
Elemente entsprechende sein sollen, fiir die der Werth der eingefiihrten 
Constanten X und ft derselbe ist, so dass also die Gleichungen 

je nach ihrer Interpretation 2 collineare gerade Gebilde, oder 2 solche 
Strahlenbiischel oder 2 solche Ebenenbiischel, oder endlich, wenn die 
eine Gleichung anders als die andere interpretirt wird, irgend zwei 
projectivische Grundgebilde erster Stufe reprasentiren. Auf gleiche 
Weise findet man Gebilde der zweiten Stufe in projectivischer Beziehung 
zu einander dargestellt durch die Gleichungen 

^0 + A^i + fi^2 = ^; B^ + kBy + IL B^ = 0, 
und endlich projectivische raumliche Systeme durch die Gleichungen 
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Die projectivische Beziehung wird also manifestirt durch die Gleichheit 
der in jenen Gleichungen vorkommenden Constanten. Diese Constanten 
liaben geometrische Bedeutung und gelangt man bei naherem Eingehen 
darauf zu den Eigenschaften des sogenannten Doppel- oder anhannoni- 
schen Verhaltnisses, welches sich auf die Lage von 4 Elementen bezieht 
und wobei wir der spaterti Untersuchungen wegen zunachst etwas ver- 
weilen mussen. Dass die projectivische, d. h. eindeutige Beziehung 
auch noch auf allgemeinere Weise als oben durch Gleichsetzung der 
Constanten A u. s. w., namlich durch Annahme von linearen Relationen 
zwischen denselben vermittelt werden kann, ist leicht zu ersehen und 
wird liberdies aus dem jetzt folgenden. Nachweis, dass zwei Gebilde, in 
welchen die Elemente nach gleichem anharnionischen Verhaltniss einan- 
der entsprechen, projectivisch sind, hervorgehen. 

In das Doppelverhaltniss gehen bekanntlich ein Entfernungen von 

den 4 dazu erforderlichen Punkten eines geraden Gebildes, resp. Sinus 

von den Winkeln zwischen den Strahlen und Ebenen der beiden an- 

dern Gebilde der ersten Stufe; es wird dasselbe fiir 4 einem dieser. 

Gebilde angehorigen Elemente, deren Gleichungen 

(1) A, + xA,=0', {S) A,+ ^A,=^0', 

(2) A, + XA, = 0', {^) A,+vA,=0 

sind, dargestellt unter der Form 

A — ^ * A — v' 

Durch Gleichsetzung mit dem auf die entsprechen den Elemente 1', 2', 
3', 4' eines andern Gebildes beztiglichen anharmonischen Verhaltniss, 
erhalt man zunilchst 

7t — ft OC — V x' — ft' x' — V 

k — ft * A — V A' — ft' * A' — V 
und wenn man entwickelt 

(a) rt v 1/' + & 1/ + c v' + c? = , 

worin «, 6, c, d von den die Punkte 1, 2, 3, 1', 2', 3' bestimmenden 
Constanten x. A, ft, x, ^\ v allein abhangige Grossen sind. Da die vor- 
stehende Gleichung sowohl in Bezug auf v als auf v linear ist und 
demnach aus ihr fiir jeden Worth von v nur ein Worth von v und um- 
gekehrt gefunden werden kann, so charakterisiit sie sich als allge- 
meinste Gleichung der ProjectivitSt und liefert zugleich den Beweis, 
dass zur projectivischen Beziehung von zwei Gebilden drei Elemente 
eines jeden als entsprechende beliebig angenommen werden kon- 
nen, dann aber jedes weitere entsprechende Paar vollstandig be- 
stimmt ist. 
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Wenn zwei gerade Gebilde auf derselben Geraden liegen oder zwei 
Biischel denselben Mittelpnnkt, resp. Achse haben, so fallen dabei zwei 
Paare entsprechender Elemente zusammen ; denn vermoge der Gleichung 
(a) ergeben sich fiir entsprechende Elemente die Ausdriicke 

^0 + A ^1 = O5 ^0 - *4t4 ^' = ^ 
welche identisch werden, wenn 

A = _ ^4-$-^. also a A2 + (6 + c) A + rf == (a*) 

ist, d. b. fiir die beiden Wurzelwertbe dieser quadratiscben Gleichung. 
Von besonderer Wichtigkeit bei in der angegebenen Weise zusammen- 
liegenden Gebilden ist folgendes: es kann nSmlicb ein jedes Element 
sowobl dem einen als auch dem andern angehorig betracbtet werden 
nnd bat im Allgemeinen je nacb der gewablten Auffassnng ein anderes 
entsprechendes. Man findet aus der Gleichung (a) als dem Element 

ft der ersten Reihe entsprechend 1/' = ^— — - — der zweiten, und wenn 

ft LL "^ C 

a zur zweiten Reihe fferechnet wird 1/ = ^-— ;— , aus der ersten ; 

« ft + 6 

ist nun b = c in der Gleichung (a), so geht dieselbe tiber in 

(/J) avv+b{v + v') + d = 

und ergeben sich dann fiir v und v dieselben Werthe. Die Gleichung 
(/J) drilckt daher die Bedingung aus, unter welcher in den beiden Ge- 
bilden zwei entsprechende Elemente sich wechselseitig entsprechen, d. h. 
so, dass man jedes von ihnen sowohl zum einen als zum andern Ge- 
bilde rechnen kann, ohne ihr Entsprechen zu storen. Die Gebilde be- 
finden sich dann in sogenannter Involution; von der dieselbe anzeigen- 
den Gleichung (/J) werden wir spater bei Betrachtung unserer Curven 
3. Ordnung wiederholt Anwendung machen. 

Sehen wir nun, auf welche Weise durch die projectivische Bezie- 
hung der Uebergang von den Grundgebilden zu zusammengesetzteren 
vermittelt wird; es erscheinen solche als Erzeugnisse der den entsprechen- 
den Elementenpaaren zweier projectivischen Gebilde gemeinsamen Punkte, 
Geraden oder Ebenen. Betrachten wir zunachst zwei Grundgebilde in 
der Ebene, so ist der Ort der Verbindungslinien von je einem ent- 
sprechenden Punktpaare zweier geraden Gebilde ein StrahlenbUschel 
2. Ordnung (Kegelschnitt als Enveloppe seiner Tangenten oder Curve 
2. Classe) und bilden andererseits die Schnittpunkte der entsprechen den 
Strahlen von zwei collinearen Strahlenbuscheln eine Punktreihe 2. Ord- 
nung (gleichfalls ein Kegelschnitt als Curve 2. Ordnung zu betrachten). 
Analytisch ergiebt sich dies einfach daraus, dass das Resultat der Eli- 
mination von A aus den Gleichungen 
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der beiden projectivischen Grundgebilde, namlich der Ansdruck 

^0,^0 =^0^1-^1^0 = .* 

A,,B, 

in Bezug auf die in w, v, resp. x, y Knearen Factoren Aq^ A^^ Bq, B ^ vom 
2. Grade ist, und erkennt man aus der vorhergehenden Erzeugung der 
Kegelschnitte , dass die Eigenschaft derselben, sich selbst reciprok zu 
sein, unmittelbar durch das eigenthiimliche Gegentiberstehen der ebenen 
Grundgebilde bedingt ist. Ein Strahlenbiischel einerseits und ein gera- 
des Gebilde andererseits geben unmittelbar zu keinem neuen Gebilde 
Veranlassung, wesshalb wir hier nicht darauf eingehen. 

Was nun weiter zwei Grundgebilde im Raume betrifft, so werden, wie 
wir oben gesehen, einige derselben gleichfalls durch die vorigen Gleichun- 
gen dargestellt und erhsllt man als Erzeugniss zweier coUinearen geraden 
Gebilde die Regelschaar (geradliniges Hyperboloid) und als solches von 
zwei projectivischen Ebenenbtischeln dasselbe Gebilde. In dem bespn- 
dern Fall, dass die geraden Gebilde, resp. die Achsen der Btlschel in 
einer Ebene liegen, modificirt sich dieses Resultat und ergiebt sich im 
ersten Fall ein Strahlenbiischel 2. Ordnung, im andern eine Kegel- 
flache 2. Ordnung, weil das eine Mai auch alle Verbindungsstrahlen 
homologer Punkte in einer Ebene liegen, das andere Mai alle Schnitt- 
linien entsprechender Ebenen durch einen Punkt gehen. Analytisch 
werden die beiden projectivischen Gebilde dann dargestellt durch die 
Gleichung 

^0 + A^i = 0; B^+IAq = 

und das Eesultat (der Strahlenbiischel 2. Ordnung, resp. die Kegel- 
flache 2. Ordnung) durch 

Die Combination eines geraden Gebildes mit dem Ebenenbiischel liefert 
kein unmittelbares Erzeugniss; ebenso wenig zwei Strahlenbiischel im 
Raum, wenn nicht angenommen wird, dass dieselben concentrisch seien 
oder dass sie in einer Ebene liegen; bei der letzteren Voraussetzung 
erhalt man dann dasselbe Erzeugniss wie in der Ebene , namlich die ^ 
Punktreihe 2. Ordnung, im andern wird durch jedes Paar entsprechen- 
der Strahlen eine Ebene bestimmt, die durch das gemeinsame Centrum 
der beiden Biischel geht und einen bestimmten Kegel 2. Ordnung tan- 
girt, wie sich mit Riicksicht auf die Schnittfigur des Gebildes mit einer 
beliebigen Ebene sogleich ergiebt. Es soil dieses System Ebenenbiischel 
2. Ordnung genannt werden. Wenn auch wegen der unbequemen Dar- 
stellung des Strahlenbiischels im Raum (durch 2 Gleichungen -^q+Au4j = 0; 
Bqi=0) die analytische Herleitung dieser Resultate ziemlich weitlaufig 

2 
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ist, so hat man doch ftir sie selbst mit Kttcksicht auf die im ersten 
Capitel gefandenen Gleichungen von Curven im Kanm, und von deve- 
loppablen Oberflachen, die jenen reciprok sind, den einfacben Ausdmck 

Aq + lA^ + X^A^ = 0. 

Dieselben beiden Gebilde treten aucb, wie man obne weiteres er- 
kennt, anf bei Zusammenstellung des Strablenbiiscbels mit je einem der 
beiden andern Grundgebilde der ersten Stufe, nSmlich die Punktreibe 
2« Ordnung bei seiner Zusammenstellung mit dem Ebenenbuscbel und 
der Ebenenbtiscbel 2. Ordnung bei der mit dem geraden Gebilde. Die 
gefundenen Sesultate stellen wir folgendermassen tabellarisch zusammen : 





Gerades Gebilde. 


Strahlenbiischel. 


Ebenenbiischel. 


Gerades 
Gebilde. 


Regelschaar« 
Strablenbuschel 2. Ord- 
nung, wenn die Gebilde 
in einer Ebene liegen. 


Ebenenbiischel 
2. Ordnung 




Strahlen- 
biischel. 


Ebenenbiischel 
2. Ordnung. 


Punktreibe 2. Ordnung, 

wenn die Gebilde in einer 

'Ebene liegen. 

Ebenenbiischel 2. Ord- 
nung, wenn die Gebilde 
denselb. Mittelpkt. haben. 


Punktreibe 
2. Ordnung. 


Ebenen- 
biischel. 

• 


> 


Punktreibe 
2. Ordnung. 


Regelschaar. 
Kegelflache 2. Ord- 
nung, wenn die Ach- 
sen der BUschel in 

einer Ebene. 



und schliessen daran denjenigen analytiscben Ausdmck derselben, wel- 
cber sie befSbigt auf die Grundgebilde und auf einander projectivisch 
bezogen zu werden; man bat 

als Gleichungen der Kegelschaar sowohl fur Ebenen als fur Punkt- 

Coordinaten, 

[^0 + ^^1=0; ^0 + ^^0 = 0] 

als Gleichung des Strahlenbtischels 2. Ordnung in Ebenencoordinaten, 
und als solche der Kegelflache 2. Ordnung in Punktcoordinaten, endlich 

Aq + lA^ + A2^2 = 

als Gleichung der Punktreibe 2. Ordnung in Ebenencoordinaten und 
als solche des Ebenenbiischels 2. Ordnung in Punktcoordinaten. Diese 
funf Gebilde werden dann unter dem Namen der Elementargebilde zu- 
sammengefasst. 

Wenden wir uns nun zunSchst zur Betrachtung projectivisch auf- 
einander bezogener Grundgebilde zweiter Stufe, also ebener Systeme 
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und Strahlenbiindel, so entspricht jedem geraden Gebilde eines ebenen 
Systems in dem dazu coUinearen ebenen System gleichfalls ein gerades 
Gebilde und jedem Ebenenbiischel in einem Strablenbundel ein eben 
solcher in dem dazu projectivischen Strahlenbiindel. Denkt man nSm- 
lich in den Gleichungen 

der beiden projectivischen Gebilde einer von den Constanten, etwa A 
einen bestimmten Worth / beigelegt, so nehmen sie die Form 

{A, + lA,) + iiA^ = 0; {B, + IB,) +^B^ = 

jener Grundgebilde der ersten Stufe an. Es entspricht aber auch jedem 
ebenen Strahlenbiischel in dem einen der projectivischen Gebilde ein 
solcher im andern, d. h. alien durch einen Punkt gehenden Strahlen 
des einen ebenen Systems entsprechen gleichfalls durch einen Punkt 
gehende Strahlen des andern und alien in einer Ebene liegenden 
Strahlen des einen Btischels sind homolog auch einer Ebene angehSrende 
Strahlen des andern; es lehrt dies ein Blick auf die Gleichungen der 
Gebilde in folgender Schreibart: 

(^0 + A ^,) + f* ^2 = 0; (^0 + ^B,) + ^B^ = 0. 
Hieraus ergiebt sich dann weiter, dass in zwei collinearen ebenen 
Systemen unendlich viele Paare von entsprechenden Strahlen vorkom- 
men, welche einander begegnen und daher in einer Ebene liegen, sowie 
dass in projectivischen StrahlenbiLndeln es unendlich viele Paare von in 
einer Ebene liegenden und daher sich schneidenden homologen Strahlen 
gibt, und konnen daher die Gebilde auch in folgender Weise durch 
Gleichungen reprasentirt werden: 

[^0+^^1 = 0;^! + A^2 = 0]; [^2 + ^^3 = 0; A, + XA^ = Ol 

wobei A^ + I A2=^ den Schnittpunkt von je 2 homologen Strahlen 
der ebenen Systeme, resp. die Ebene von je 2 entsprechenden Strahlen 
der Bttndel darstellt. Das vorstehende Gleichungssystem, welches nur 
die 3 verschiedenen Gleichungen 

A^, + k A^z=^0', A^ + A^2 = ^>; A2+ ^,A^=0 

enthmt, ist, wenn k negativ genommen wird, identisch mit den Glei- 
chungen (4) des ersten Cap it els und reprasentirt also je nach der Inter- 
pretation die Raumcurve 3. Ordnung oder die ihr reciproke abwickel- 
bare Oberflache. Wir sehen daher, dass die Raumcurve 3. Ordnung und 
das System der sich einer solchen anschmiegenden Ebenen auf ganz die- 
selbe Weise durch zwei projectivische Grundgebilde zweiter Stufe im 
Raum erzeugt wird, wie die Curve 2. Ordnung und das System ihrer 
Tangenten durch Gebilde erster Stufe in der Ebene und haben damit 
das die verwandtschaftliche Natur beider Gebilde bedingende Moment 
gefunden. 

2* 
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Ohne auf Folgerungen, welche sich fiir die weitere Untersuchung 
der Kaumcxirven 3. Ordnnng hieraus ziehen lassen, einzugehen, woUen 
wir znnachst versuchen, ob diese krummen Linien nicht auch noch auf 
andere Weise durch projectivische Gebilde erhalten werden konnen. 
Wir lassen nus dabei von der Bemerkung leiten, dass im ersten Capitel 
durch Elimination von A aus den Gleichungen (6) 

J^o — 2 A Z^i + A2 [72 = 0; Ui - 2 ^ l\ + ^'^ U^ = 

einer Tangente die Gleichung (8) der Tangentenflacbe unserer Kaum- 
curve erhalten wurde, Jene Gleichungen (6) erscheinen uns jetzt mit 
Eticksicht auf die vorhergehenden Entwicklungen als Gleichungen von 
2 coUinearen Punktreihen 2. Ordnung, welche in der Schnittlinie ihrer 
Ebenen eine gemeinsame Tangente besitzen und wir erhalten daher die 
Tangentenflacbe der Raumcurve 3. Ordnung als Erzeugniss der Pro- 
j ectionsstrahlen von entsprechenden Punkten jener beiden Reihen 2. Ord- 
nung, welche die angegebene Lage zu einander haben. Keciprok inter- 
pretirt stellen uns die Gleichungen (6) zwei Ebenenbiischel 2. Ordnung 
oder, wie wir zum bequemeren Ausdruck des folgenden lieber sagen 
woUen, die Systeme von Tangentenebenen zweier Kegel zweiten Grades 
dar, welche letztere einen Strahl gemein haben, und liefem dann die 
Durchschnitte entsprechender Ebenen gleichfalls jene Keciprokalflache 
der Curve 3. Ordnung. 

Versuchen wir nun im Hinblick hierauf durch projectivische Zusam- 
menstellung zwischen einem der 6 Elementargebilde und einem der 3 
Grundgebilde erster Stufe die Raumcurve 3. Ordnung, resp. ihre Reci- 
prokalfl^che zu erhalten, so hat man von den 15 moglichen Combina- 
tionen sofoft die auszuscheiden, welche gar kein geometrisches Resultat 
geben, nSmlich: gerades Gebilde und Ebenenbiischel 2. Ordnung; Strah- 
lenbilschel 1. Ordnung und Regelschaar; Ebenenbiischel 1. Ordnung und 
Punktreihe 2. Ordnung; dann solche, welche nur in bestimmten Lagen 
und zwar ebene Curven oder KegelflSchen liefem, namlich: Strahlen- 
biischel 1. Ordnung mit eben dem 2. Ordnung und der Kegelflache 
2. Ordnung endlich als gleichfalls nur ebene Curven, resp. Kegelflachen 
liefemd: gerades Gebilde und Kegelflache, Strahl enbtischel 1. Ordnung und 
Punktreihe 2. Ordnung oder Ebenenbiischel 2. Ordnung und zuletzt den 
Ebenenbiischel 1. Ordnung mit dem Strahlenbiischel 2. Ordnung. Man 
ist daher auf die noch ubrigen 6 Zusammenstellungen angewiesen; be- 
trachten wir zunHchst die Gleichungen 

^0+^^1 + ^2^2 = 0; Bq + ^Bi—0, 

so stellen sie je nach der Interpretation entweder eine Punktreihe 2. Ord- 
nung und eine dazu projectivische Punktreihe 1. Ordnung oder ein Ebenen- 
biischel 2. Ordnung und ein dazu collineares 1. Ordnung dar; wird aus 
beiden A eliminirt, so reprasentirt die resultirende Gleichung 
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das einemal eine Kegelflache dritter Ordnung, das anderemal eine eben- 
seiche dritter Classe, welcbe in Folge des Satzes von Cayley*), dass 
die Ordnung einer jeden nicht abwickelbaren Kegelflacbe gleich ihrer 
Classe ist, identisch sind. 

Die 4 noch (ibrigen F^lle werden sammtlich reprasentirt durcb die 
Gleichungen 

^0 + A ^i = 0; [^0 + ^ ^1 = 0; Co + A Ci = 0]; 

denn es stellen dieselben bei Interpretation in Ebenencoordinaten ein 
gerades Gebilde und eine Kegelschaar dar, welcbe im Fall, dass(7Q=^^ 
ist, wie wir friiher geseben, in den StrablenbtLschel 2. Ordnung ilber- 
gebt; fttr die Punktcoordinaten sind sie die Oleicbungen von einem 
EbenenbUschel 1. Ordnung und einer Kegelschaar, die durcb dieselbe 
Voraussetzung wie vorber in die EegelflSlche tibergeftibrt werden kann. 
Man kann, obne die AUgemeinbeit zu beeintrScbtigen, dieselben durcb 
das System 

^0 + A ^1^0; ^1 + A ^2=0; ^2 + A ^3 = 

ersetzen, welches mit der Gleichung (3*) unserer Curve identisch ist 
und daher im ersteren Falle das sich ibr anschmiegende Ebenensystem 
reprSsentirt; denn die Kegelschaar [A^ + k A^=0'^ -^2 + ^^3 = 0] 
bat mit jeder Geraden 2 Punkte gemein und kann die letztere also dar- 
gestellt werden durcb A^ + X A^^^-O] ebenso hat der Strahlenbtischel 
2. Ordnung [A^ + k A^ = 0\ A^ + I A 2 = 01 mit jeder Graden einen 
Punkt gemein, so dass also die letztere durcb -42 + ^-^3 = reprasentirt 
werden darf. Im andern Fall ftir Gleichungen zwischen Punktcoordi- 
naten sind offenbar dieselben vereinfachenden Voraussetzungen gestattet, 
und wir erhalten daher die Curve 3. Ordnung selbst als Erzeugniss von 
einer Kegelschaar und einem dazu projpctivischen EbenenbUschel, oder 
als solches von einer Kegelflacbe und ^nem zu derselben coUinearen 
EbenenbUschel. Wir konnen daher die Baumcurve 3. Ordnung in all- 
gemeinster Weise durcb die vorber geschriebenen Gleichungen 

(11) A^ + XA^ = 0', B^ + XB,=0', (^ + XC^=0 

analytisch ausdrUcken und bestHtigen dies noch f^lgendermassen. Eli- 
minirt man aus je 2 dieser Gleichungen A, so erbalt man 



und 



0' 



B 



= ^0 ■»! -^i5„ = 



*) Vgl. Cambridge and Dublin Math. Journal. VII. pag. 171. 
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^1, Cj 



= A^,C^'- A^Cq = 



die Gleichungen von zwei Hyperboloiden , welche eine Gerade, die 
Schnittlinie der Ebenen Jq = und ^j =0, gemein haben ; da nun 
ihr voUstandiger Durchschnitt vom 4. Grad ist, so muss er aus jener 
Geraden und eiuer Raumcurve 3. Ordnung bestehen. In gleicber Weise 
kann man aucb aus dem einfacberen System 

welcbes unsere Raumcurve darstellt, Gleichungen von Flachen 2. Grades 
berleiten, die sicb in einer Geraden und der Curve schneiden, namlich 
die eines einfacben Hyperboloids: 

und die von zwei Kegeln zweiten Grades: 

Wegen dieses Auftretens der Raumcurve 3. Ordnung als Scbnitt von 2 
Kegeln, die einen gem'einsamen Strahl baben, woUen wir sie in Zukunft 
kurz einen cubiscben Kegelscbnitt nennen. 

Das System (11) gibt nocb eine andere Erzeugung der Raumcurven 
3. Ordnung durcb projectiviscbe Gebilde an die Hand; betracbtet man 
namlicb von den Gleicbungen desselben jede fiir sicb, so stellen sie je 
nacb der Interpretation 3 projectiviscbe Ebenenbuscbel, resp. Punktreiben 
dar, jeder 3 entsprecbenden Ebenen der 3 Biiscbel gemeinsame Punkt 
gebort dann einer bestimmten Raumcurve 3. Ordnung an und jede durcli 
3 entsprecbende Punkte der geraden Gebilde bestimmte Ebene oscu- 
lirt eine solcbe. Man bat daber die folgenden Satze, welcbe die Ana- 
logie zwiscben ebenen und cubiscben Kegelscbnitten nocb von einer 
andern Seite beleucbten: 

Der Ort des Durcbscbnittspunkts von je 3 entsprecbenden Ebenen 
dreier projectiviscber Ebenenbuscbel ist eine Raumcurve 3. Ordnung 
und 

Die Verbin dungs ebenen von je 3 entsprecbenden Punkten dreier 
projectiviscben geraden Gebilde erzeugen eine abwickelbare Fl^icbe, 
deren Wendecurve eine Raumcurve 3. Ordnung ist, die daber von 
jenen Ebenen osculirt wird. 

Vermoge der verscbiedenen Modificationen , durcb welcbe man die 
projectiviscbe Beziebung von 3 Gebilden vermitteln kann, geben sie 
Veranlassung zu einer Menge von interessanten Satzen, von denen wir 
bier nur einige berausbeben wollen; z. B. 

Wenn drei Flacbenwinkel sicb um ibre als fest angenommene 
Kanten dergestalt dreben , dass die Durcbscbnittspunkte dreier 
SeitenflScben von ibnen immer auf einer gegebenen Geraden 
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liegen, so erzeugt der Durchschnittspunkt der 3 andern Seitenflachen 
einen cubischen. Kegelschnitt, der jene 3 Kanten zu Sehnen hat. 

Es ist dieser Satz analog dem bekannten Newton'schen iiber die orga- 

nische Erzeugung der Kegelschnitte in der Planimetrie: 

Wenn 2 Winkel von constanter Grosse sich um ihre Scheitel so 
dreben, dass der Durchschnittspunkt zweier ihrer Schenkel eine 
Geiade durchlauft, so beschreibt der Schnittpunkt der beiden an- 
dern Schenkel einen Kegelschnitt, der durch die als fest angenom- 
menen Scheitel jener Winkel geht. 

Ein anderer Satz iiber die Beschreibung von Kegelschnitten (Theorem 

von Maclaurin und Braikenridge): 

Wenn sich 3 Seiten eines Dreiecks von verSnderlicher Gestalt um 
3 feste Punkte drehen und dabei 2 Ecken desselben 2 feste 6e* 
rade durchlaufen, so beschreibt die dritte Ecke einen Kegelschnitt, 
welcher durch die beiden Punkte geht, um welche sich die dieser 
Ecke anliegenden Seiten drehen, 

gibt Veranlassung zu den folgenden fiir cubische Kegelschnitte: 

Wenn die 4 Seitenflachen eines Tetraeders durch feste gerade 
Linien gehen und 3 seiner Ecken sich in festen geraden Linien 
bewegen, so ist der Ort der letzten Ecke ein cubischer Kegel- 
schnitt 

und 

Wenn man durch die Schnittlinien einer sich um eine feste Achse 
drehenden Ebene mit 3 festen Ebenen und drei feste Punkte 
Ebeuen legt , so schneiden sich die letztern auf ein em cubischen 
Kegelschnitt. 
Verallgemeinerungen des reciproken Hauptsatzes sind beispielsweise 

folgende: 

Wenn die vier Eckpunkte eines Tetraeders 4 feste Gerade durch- 
laufen, wahrend drei seiner Seitenflachen durch feste Gerade gehen, 
so beschreibt die 4. Seitenflsiche eine abwickelbare Oberflache, 
deren Wendecurve ein cubischer Kegelschnitt ist, 

und: 

Wenn die Spitze eines korperlichen Dreiecks elite Gerade durch- 
lauft, wahrend sich seine Kanten um feste Punkte drehen, so be- 
stimmen die Punkte, in welchen 3 feste Ebenen von jenen Kanten 
getroffen werden, eine Ebene, welche einen cubischen Kegelschnitt 
osculirt, mithin in ihren successiven Lagen die Tangentenflache des- 
selben erzeugt. 

u. s. w., u. s. w. 
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Drittes Capitel. 

Die im ersten Capitel gefundene Gleicbung (3*) und ihr daselbst 
gegebener Ausdruck als Batz fubrt unmittelbar darauf bin, statt des bis- 
ber angewandten recbtwinkligen Coordinatensystems unsere Raumcurve 
auf ein tetraedriscbes Coordinatensystem zu bezieben, worin bekannt- 
licb die Coordinaten eines Punkts definirt werden als seine Entfemungen 
von den 4 Seitenebenen eines Tetraeders, sodass zwar drei davon zur 
Fixirung des Punkts scbon ausreicben, und nnr die Verbaltnisse der 4 
benutzten von einander unabhSngig sind, und dessen Hauptvorzng in 
der Homogeneitat der auf es beziiglicben Gleicbungen bestebt. Die all- 
gemeinen Symbolgleicbungen des ersten Capitels bebalten selbstverstand- 
licb fur ein solcbes System ihre Giiltigkeit, und werden sicb fur die 
Raumcurve 3. Ordnung, wobei sicb die Ebenen Vq = 0, [7j==0, [72 = 0, 
ETg = naturgemass als Fundamentalebenen ergeben, ausser dem scbon 
erwSbnten Vorzug der Homogeneitat der Gleicbungen, sogleicb nocb ver- 
scbiedene andere Vortbeile berausstellen. 

Untersucben wir zunScbst, in welcber Beziebung die Fundamental- 
ebenen zur Curve steben ; die Gleicbungen Z7q = und [Zg == ergeben 
sicb aus der Gleicbung (10) einer Osculationsebene ftir die Wertbe 
A == und A = oo des Parameters ; fur dieselben Wertbe erbSlt man 
aus den Gleicbungen (6) i/^ = und [Zj = als Gleicbungen von 
Tangentenebenen der Curve, sodass dieselbe also durcb die Ecken 
12 und 12 3 des Fundamentaltetraeders geht, ^nd in der ersteren 
die Ebene [/q = osculirt und die Ebene V^=0 beriibrt, wahrend sie 
in der andern die Ebene Z/g = osculirt und die Ebene IJ2 = tan- 
girt. Mit Riicksicbt bierauf iSsst sicb dann aucb der am Schluss des 
ersten Capitels gegebene Satz nocb etwas specialisiren. 

Wir werden im Folgenden immer die Gleicbungen der Fundamen- 
talebenen [/q = 0, [7| = 0, iZj = 0) [Zg = als in der Normalform 
gegeben voraussetzen , so dass durcb Substitution der recbtwinkligen 
Coordinaten ^, % t eines Punkts in dieselben die tetraedriscben Coor- 
dinaten desselben unmittelbar ausgedriickt werden durcb 

Es seien nun Xq : x^ : X2 ' oc^ die Coordinaten eines beliebigen Punkts 
im Raum, dann werden die Parameter « von Punkten unseres cubischen 
Kegelscbnitts (3*), deren Scbmiegungsebenen durcb jenen Punkt bin- 
durcbgeben, gefunden aus der Gleicbung (10), welche dann die Form 

Xq — S x^ CO -j- 3 X2 (*>^ — x^ G)'^ = 
annimmt, und erkennt man darin, dass dieser Gleicbung 3 reelle oder 
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imaginare Werthe von o geniigen, zunachst den Beweis dcs schon 
friiher gegebenen Satzes: 

Die Eaumcurve 3. Ordnung ist auch von der dritten Classe, d. h. 

es sind von jedem Punkte des Kaumes 3 Osculationsebenen an 

sie moglich. 
Nimmt man nun an, die 3 sicli aus jener Gleichung ergebenden Para- 
meterwertbe seien reell und bezeicbnet sie mit Oj, Wg, W3) so er-. 
halt man 

^0 •— i^i + Wo + ^3) ^1 + (^1 ^2 + «l «3 + «2 "3) ^2 "" 

als Gleichung der durch die 3 Curvenpunkte moglichen Ebene, und 
kann dieselbe mit Eucksicht auf die zwischen den Coefficienten einer al- 
gebraischen Gleichung und ihren Wurzeln stattfindenden bekannten Re- 
lationen schreiben 

■^3 ^0 "— *'^o ^3 + 3 (a?! U^ — X2 U^) = 0, 
welche letztere offenbar befriedigt wird durdi die Coordinatenwerthe 

d. h. die Coordinaten des gegebenen Punkts. Dies giebt den Satz: 
, Die Osculationsebenen von drei beliebigen Punkten eines cubischen 
Kegelschnitts schneiden sich in einem Punkt, der mit ihnen in 
einer Ebene liegt. 

Als Coordinaten des Schnittpunkts von 3 Osculationsebenen in den 
Punkten Wj, cojj c<>3 erhalt man mit Rucksicht auf das Vorige un- 
mittelbar 
Uo ' U^ : U2 : U^ = 3 w^ tOj W3 : (wj Wj + to ^ w^ + (On ^3) ' 

(wi + 0)2 + ^3) • ^' 
und findet auch umgekehrt, wenn 

die Gleichung einer beliebigen Ebene ist, dass sich in dem in ihr ge- 
legenen Punkte 

drei Osculationsebenen der Curve schneiden, namlich die der 3 Punkte, 
welche jene Ebene mit der Curve gemein hat. 

Es wird vortheilhaft sein, einige vorher mit der Curve in Verbin- 
dung gebrachten Geraden und Ebenen in dem neuen Coordinatensystem 
in der Weise auszudrticken, dass man ihre oben aufgestellten Gleichungen 
mit Einfuhrung von unbestimmten Constanten durch aequivalente Systeme 
ersetzt, welche unmittelbar die tetraedrischen Coordinatenwerthe der 
jenen Geraden und Ebenen angehorigen Punkte geben. Wir finden 
auf diese Weise als Coordinaten von Punkten auf der durch die Cur- 
venpunkte o und ^ gehenden Secante die Ausdrtlcke: 
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(5*) Uq: U^: U^: U^=[((Q + &)^ - G)d]l -^ {(0 + ^)(od': 

(o) + 0) / — 0} O : / : 1, 

woraus fur Punkte der durch co gehenden Tangente 

(6*) UqI U^: U^: U^ = 3(o'n — 2 (0^ :2 al — o)'^ :l :1 

hervorgeht; ebenso ergibt sich fiir die der Osculationsebene am Punkt 
'9' angehorigen Punkte 

(10*) VqI U^:U2:U^ = 3d'm — Sd'^n + d'^ :m:n:l. 

Die Coordinatenwertbe (5*) liefern mit den Coordinaten XQ:x^ loc^'-^ti 
eines beliebigen Punkts verglichen durch Auflosung der Gleichungen: 

[((0 + ^)^ - G)^]l — {g> + d^) (od^ : {(0 + &) I — G>d^ :l :1 = 

nur ein System Werthe fur I, o und '9', namlicb 

/==-^: a) + 'a'= -^— ^ ^^— ^; (a' ^ = -4 ^'-^ 

•// o u/ O *^ 1 *^ Q *'^ O <^ 1 *^ ^ 

und damit den Beweis von folgendem Satz: 

Durch einen beliebigen Punkt des Raumes geht nur eine Sehne 
einer Raumcurve 3. Ordnung, d. h. es ist durch ihn nur eine Ge- 
rade moglich, welche der Curve in 2 Punkten begegnet. . 

Durch Einsetzen der obigen Werthe von (o + d" und co -9' in die 

Gleichungen 

U^^ — {(o + d') Ui + (od' U2 = 0', U I -- {co + d') U.^ + a ^ U.^ = 
der durch die Curvenpunkte « und d' gehenden Secante erhalt man 

(a: 2 •^1*^3)^1 (^1 »^2 ^0 **'3) ^2 "i (**'l "^0 **'2) ^3 ^^^^ ^ 

als Gleichungen der durch den Punkt Xq : x^ i X2' x^ moglichen Sehne 
unserer Curve. Die Werthe von w und %' findet man in bekannter 
Weise als Wurzeln einer quadratischen Gleichung und konnen sie da- 
her sowohl reell als auch imaginar sein; bildet man die Bedingung 

\Xy ^1 ^0^3) ^ C*^2 "^i ^3) (*^i ''^0 *^3) ^^ ^» 

unter welcher jene quadratische Gleichung zwei gleiche Wurzeln hat, 
so sind von den Punkten, deren Coordinaten ihr geniigen, Tangenten 
an die Curve moglich, und liegen dieselben daher in der Tangenten- 
flache der Curve, mit deren Gleichung auch die vorstehende Bedingungs- 
gleichung tibereinstimmt. Reciprok zu dem eben gegebenen Satz ist 
der folgende: 

In jeder Ebene schneiden sich zwei Osculationsebenen der Raum- 
curve 3. Ordnung. 
Wir werden spater bei der ausfiihrlichen Untersuchung der durch cubische 
Kegelschnitte bedingten Reciprocitatsverhaltnisse im Raum die Gleichun- 
gen jener Schnittlinie fiir eine bestimmte Ebene aufstellen. 
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Durch Gleichsetzen der Werthe (6*) mit Coordinaten Xq + A: ^q : 

^1 +^yi'^2+^y2*^3 + ^y3 ci'^GS der Verbindungslinie der 
Punkte X und y angeborenden Punkts lassen sich im allgemeinen 4 
zasammengehorige Systeme von Werthen fiir «, / und k bestimmen; 
man findet namlicb zur Bestimmung von o die biquadratiscbe Gleicbung: 

«>* (^2*^3 - ^3 ^2) — 2 «M^l ^3 — ^3 yi) + ®^ [^0 ^3 —^3^0 — 

3 {X2 yi — Xi y^)] -- 2 « (j;2 yo — ^0 2/2) + (^0 ^i — ^1 2/0) = ^ 
wabrend sich k und / aus den linearen Gleicbungen 






^2/2 



G}^ yg — 2 ©2/2 + ^1 ^3+^2/3 

ergeben und erkennt darin den Beweis des folgenden Satzes: 

Auf einer beliebigen Geraden gibt es immer 4 Punkte, von denen 

aus Tangenten an einen gegebenen cubiscben Kegelscbnitt gezogen 

werden konnen; d. b. die Eaumcurven 3. Ordnung sind vom 

4. Rang. 

Dieser Satz, welcber sicb aucb leicbt aus den friiber angegebenen Be- 

ziebungen zwiscben einer Rautncurve und ibrer Reciprokalflacbe ver- 

mittelst der Bemerkung, dass die letztere fiir den cubiscben Kegelscbnitt 

mit seiner Tangentenflacbe identiscb, also vom 4. Grade ist, berleiten 

lasst, lautet kUrzer ausgedrtickt : 

Jede Gerade begegnet 4 Tangenten der Raumciirve 3. Ordnung. 
Als specielle FSlle verdienen bierbei bervorgeboben zu werden fol- 
gende: wenn jene Gerade die Curve in einem Punkte scbneidet, so be- 
gegnet sio ausser der Tangente dieses Punkts nur nocb zweien andern 
Tangenten der Curve und wenn sie zwei Punkte mit der Curve gemein 
bat, also eine Sebne derselben ist, so wird sie nur von den beiden 
Tangenten in jenen Punkten gescbnitten. Es gebt namlicb die obige 
Bestimmungsgleicbung fiir o, wenn darin 

Xq : x^: X.2 ' oc>^ ^= 0^ : d"'^ : d" : 1 

gesetzt wird, iiber in 

(0,2 _ 2 ^ « + **) [0,2 (^ 2,3— J,,) -2 « (0 y^-y,) + (Oy,-y„)]=0, 

worin der erste Factor ein vollstandiges Quadrat ist, so dass also zwei 
ibrer Wurzelwertbe = d- sind; wird dann ferner angenommen 

2/0 • y 1 * ^2 • y.'J ^^ ^' : A * : A : 1, 

so wird mit Hinweglassung des Factors {d" — k) aucb der zweite Factor 
ein vollstandiges Quadrat, namlicb das von (oo — A). Es folgt aus die- 
sen Eigenscbaften , dass keine 2 Tangenten eines cubiscben Kegel- 
scbnittes in derselben Ebene liegen, und dann mit Riicksicbt bierauf, 
- dass, wenn 4 beliebige Tangenten einer Raumcurve 3. Ordnung gegeben 
sind, immer 2 Gerade existiren, welcbe ibnen alien vieren begegnen; 



28 Einleitung in die Theorie der cubischen Kegelschnitte. 



^—  ^\^^\ 



weil namlich das durch 3 von ihnen bestimmte geradlinige Hyperboloid 
die vierte derselben in 2 Punkten schneidet. 

Durch Vergleichung der Ausdriicke (6*) und (10*) erhalt man 

als Coordinaten des Punkts, in welchem die Osculationsebene am Punkt 
'9' von der Tangente am Punkt 00 getroffen wird; die Gleichungen von 
4 Ebenen, die durch eine feste Achse [7j = [72 = und die 4 Punkte, 
in welchen die Tangente des Punkts « die Osculationsebenen der resp. 
Punkte £^, £2? ^3> ^4 trifft, hindurchgehen, werden daher erhalten, wenn 
man £j, gj? ^3» ^4 nacheinander in die Gleichung 

an Stelle von '9' substituirt. Das anharmonische Verhaltniss von diesen 
4 Ebenen und mithin auch das der 4 Punkte auf der Tangente, durch 
die sie hindurchgehen, ist 



^1 ^3 . ^1 ^4 



^2 ^3 ^2 ^ I 

also von w, d. h. von der Lage der Tangiente ganz unabhangig. Dies 

beweist den Satz: 

Jede Tangente eines cubischen Kegelschnittes wird von 4 festen 
Osculationsebenen desselben in ]*unkten von constantem Doppel- 
verhaltniss getroflFen. 

Aus der Theorie der ebenen Kegelschnitte ist ihm analog der be- 

kannte Satz: 

Jede Tangente eines Kegelschnitts wird von 4 festen Tangenten 
desselben in Punkten von constantem anharmonischen Verhaltniss 
geschnitten. 

Wie nun diesem Satz der Planimetrie dualistisch gegenubersteht der 

andere : 

Jeder Punkt eines Kegelschnitts liefert mit 4 festen Punkten des- 
selben verbunden ein Buschel von 4 Strahlen , deren anharmo- 
nisches Verhaltniss constant ist, 

so gilt auch fur die Raumcurven 3. Ordnung als reciproker Satz der 

folgende : 

Das anharmonische Verhaltniss von 4 Ebenen, die durch 4 feste 
Punkte und eine beliebige Sehne eines cubischen Kegelschnitts 
gehen, ist constant, 

dessen Beweis sich sehr einfach ergiebt; denn schreibt man die Glei- 
chung (9) einer durch die Punkte w, ^, I der Raumcurve gehenden 

Ebene in folgender Weise: 

Uq — Q(o + d) U^ + (od' U^ — X[Ui — {(o +&') Ur^ + cod' ^3] = 0, 

so stellt sie fur A= f J, fj? ^3? ^4 den Buschel der 4 Ebenen dar, welche 
durch die Sehne 
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UQ — {(o + d')U^+a^U^ = 0', Ui — (a + ^) U^ + a)& U^ = 

und die vier Punkte £j, fj* *3? ^4 liindurcbgehen und das Doppelver- 
haltniss 

£l fg fj €4 



^2 ^3 ^2 ^4 

ist dann von o und d' ganz unabhangig. Gibt man demselben die Be- 
nennung „ anbarmoniscbes Verbitltniss von 4 Punkten des cubiscben 
Kegelscbnitts " und dem im reciproken Satz vorkommenden „ anbarmo- 
niscbes Verbaltniss von 4 Osculationsebenen des cubiscben Kegel- 
scbnitts," so erbalt man den wicbtigen Satz: 

Das anbarmoniscbe Verbaltniss von 4 Osculationsebenen eines 
cubiscben Kegelscbnitts ist gleicb dem anbarmoniscben Verbaltniss 
ibrer Beriibrungspunkte 

und bilden daber die Osculationsebenen einer Raumcurve 3. Ordnung 
eine zu der von ibren Berubrungspunkten gebildeten Figur correlative ^) 
Figur; eine Beziebung, die wir spater aus einem allgemeinern Gesicbts- 
punkt nocb ausftibrlicb zu erortern baben und worin sich wieder die 
scbon ofters betonte Eigenscbaft des cubiscben Kegelscbnitts, wie der 
ebene Kegelscbnitt sicb selbst reciprok zu sein in bemerkenswertber 
Weise kundgibt. Der vorletzte Satz gilt aucb nocb, wenn die darin 
vorkommende Sebne in eine Tangente iibergebt; er beisst dann: 

Das anbarmoniscbe Verbaltniss von 4 Ebenen, welcbe durcb 4 feste 
Punkte eines cubiscben Kegelscbnitts und eine beliebige Tangente 
desselben gebn, ist constant. 

£in anderer Ausdruck desselben, resp. des allgemeinen Satzes ist 

folgender: 

Wenn sich um 2 feste Tangenten (resp. Sebnen) eines cubiscben 
Kegelscbnitts Ebenen in der Weise dreben, dass ibre Scbnittlinie 
immer der Curve begegnet, so bilden sie in ibren successiven 
Lagen zwei projectiviscbe Ebenenbiiscbel und bescbreibt daber 
jene Scbnittlinie ein geradliniges Hyperboloid, welcbes durcb den 
cubiscben Kegelscbnitt gebt. 

Wir scbliessen an ibn seiner Aebnlicbkeit wegen den folgenden: 
Wenn sicb um eine Gerade, die einen Punkt mit einem cubiscben 
Kegelscbnitt gemein bat^ eine Ebene drebt, so bescbreibt die Ver- 
bindungslinie der beiden Punkte, in welcben diese Ebene die 
Curve trifft, ein einfacbes Hyperboloid, welcbes aucb durcb die 
Curve gebt. 



1) Vergl. Cbasles, Geschichtc der Geometrie. Deutsch von Sohncke p. 253, 
oder auch Chasles, traite de gt^om. super. Chap. XXVI. 



30 Einleitung in die Theorie der cubischen Kegelschnitte. 

Die Gerade, welche der Curve im Punkt ^ begegnet, wird namlicli dar- 
gestellt durch die Gleichungen: 

eine um sie rotirende Ebene also durch 

worin / die die Lage der Ebene bestimmende Constante ist. Die Para- 
meter der beiden andern Schnittpunkte dieser Ebene mit der Curve er- 
halt man aus der durch Einsetzen von 

Uq : Ui : U2 ' i/g = 00^ : ©^ : © : 1 

in die obige Gleichung resultirenden quadratischen Gleichung 

w2 — (^ + /) o + A:^=0, 

sodass also in Folge der zwischen den Coefficienten einer Gleichung' 
und ihren Wurzeln stattfindenden Kelationen die Verhindungslinie jener 
Punkte dargestellt ist durch die Gleichungen 

Uo — {h + 1) U^ + kl U2 = 0; U^ - {h + I) U^ + k I U.^ = 0. 

Eliminirt man aus denselben /, so ergibt sich die Gleichung 

{U, — h U,) {U, -kU,) - {U^ - h U,) {U^ - A: 273) = 

des von der Geraden beschriebenen einfachen Hyperboloids. 

Die vorher angegebenen beiden Fundamentalsatze uber die anhar- 
monische Eigenschaft von 4 Punkten, resp. 4 Tangenten eines ebenen 
Kegelschnittes finden fttr cubische Kegelschnitte noch weitere Analogien, 
zunachst eine, welche sich ausspricht in der im vorhergehenden Capitel 
ausfuhrlich erorterten Erzeugung der Raumcurve 3. Ordnung veimittelst 
dreier projectivischer Grundgebilde und den sich daran schliessenden, 
der Newton'schen organischen Beschreibung der Kegclschuitte analogen 
Satzen, auf die wir daher nur hinweisen woUen, dann eine andere, 
welche im Zusammenhang steht mit der f ruber gleich falls schon gefun- 
denen Erzeugung des cubischen Kegelschnittes durch projectivische 
Strahlenbundel und projectivische Ebenen. Man hat namlich folgende 
Satze : 

Die Verbindungslinien von zwei festen Punkten einer Raumcurve 
3. Ordnung mit alien ubrigen Curvenpunkten gehoren zweien 
projectivischen Strahlfenbiindeln an ; oder die Verbindungslinien 
von 4 festen Curvenpunkten mit zwei beliebigen andern bestimmen 
zwei collineare Strahlenbundel, 
und als reciprok entgegenstehenden : 

Vier feste Osculationsebenen einer Raumcurve 3. Ordnung bestim- 
men in zwei andern solchen collineare ebene Systeme, namlich 
durch 4 Paare entsprechender Geraden. 
Die Beweise ergeben sich unmittelbar aus den Gleichungen der 
Verbindungs -, resp. Schnittlinien von 2 Punkten, resp. Ebenen 00 und 
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^ mit den iibrigen Curvenpunkten, resp. Osculationsebenen x^^ X2 

namlich 

Uq — (a U^ — oCn (^1 — (o U^ == 0; 

(^2— « ^3) = 0; [„ = i, 2...J 

und 



u^- 


" G> U2 OC 


Vo- 


^^ U^ — x 


Ui- 


- ^ U2 — X 



(J^i - ^ ?7j) = 0; 
iU,-&U,)==0; [« = i,2...] 

wenn man die im vorhergebenden Capitel angegebene analytiscbe Dar- 
stellung projectivischer Strablenbundel und coUinearer ebener Systeme 
beriicksicbtigt. 

In Anscblnss an diese SEtze geben wir zunacbst den Beweis von 
folgendem : 

Die Verbindungslinien eines beliebigen Punkts auf einen cubischen 
Kegelscbnitt mit alien Iibrigen Curvenpunkten bilden eine Kegel- 
flache zweiten Grades. 

Die Gleichung 

derselben ergibt sicb einfacb durcb Elimination des Parameters o aus 
den Gleicbungen 

^0 — (« +'^) ^1 + « -^ ^2 ^= O7 U^ — {g) + d') U^+ (D^ U^ = 

der durcb 00 und d' gebenden Secante. Das hiezu reciproke Theorem, 
welches wir spater besonders beweisen werden, heisst: 

Jede Osculationsebene eines cubischen Kegelschnitts wird von 
alien iibrigen Osculationsebenen in Geraden geschnitten, die sammt- 
lich einen bestimmten Kegelscbnitt tangiren. 

Der erstere dieser beiden S^tze lasst erkennen, dass 6 Punkte zur 
vollstSndigen Bestimmung eines cubischen Kegelschnittes geniigen, in- 
dem durcb Verbindung von irgend zweien davon mit den jedesmaligen 
fiinf iibrigen 2 Kegel zweiten Grades bestimmt werden, welche einen 
gemeinsamen Strahl haben und sich daher in einer Raumcurve 3. Ord- 
nung schneiden. Ohne vor der Hand weiter hierauf einzugehen, leiten 
wir zunacbst aus demselben Satze vermittelst des bekannten Theorems 
vom PascaFschen Sechseck, welches ein Kriterium enthalt, ob 6 Punkte 
einer Ebene einem Kegelscbnitt angehSren, ein ebensolches dafiir ab, 
ob 7 Punkte des Raumes auf einer Raumcurve 3. Ordnung liegen. An- 
genommen, es seien 1, 2 . . . 7 Punkte einer solchen, so sind nach dem 
Vorigen die Verbindungslinien eines derselben, etwa des Punkts 7 mit 
den iibrigen, 6 Strahlen eines Kegels 2. Grades; eine beliebige Ebene 
wird daher von denselben in den auf einem Kegelscbnitt gelegenen 
Punkten [1], [2] . . . [6] getroffen und es liegen in dem durcb dieselben 
bestimmten Sechseck die Schnittpunkte von je einem Paar Gegenseiten, 
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wie [1], [2] und [4], [5] u. s. w. auf einer Geraden; denkt man sich 
nun die durch den Punkt 7 nnd jene Geraden bestiftimten Ebenen, so 
erkennt man sofort, dass die Schnittlinien der Ebenen [7 12, 7 4 6], 
[7 2 3, 7 6 6], [7 3 4, 7 6 1] in einer Ebene liegen. Dieses Resultat 
lasst sich folgendermassen ubersichtlicher aussprechen: 

In dem durch 7 Punkte einer Raumcurve 3. Ordnung gebildeten 
un ebenen Siebeneck treffen die Ebenen 2 1 7, 1 7 6, 7 6 5 von den 3 
successiven Ecken angehorigen Winkeln die Gegenseiten, resp. 5 4, 
4 3, 3 2 in 3 Punkten , welche in einer Ebene 'liegen , die aucb 
durch den Scheitel 7 des mittlern jener 3 Winkel geht, 

denn die Verbindungslinien jener 3 Punkte mit der Ecke 7 sind, wie eine 
einfache Ueberlegung zeigt , mit den ersterwahnten Durchschnittslinien 
der Ebenen [712, 745] u. s. w. identisch. Ein anderer Ausdruck 
desselben Satzes ist folgender: 

Liegen 7 Punkte auf einer Raumcurve 3. Ordnung, so schneiden 
die durch einen von ihnen und die Seiten des von den 6 iibrigen 
gebildeten unebenen Sechseeks gehenden Ebenen die betreffenden 
Gegenseiten desselben in 6 Punkten, die auf einer durch jenen 
ersten gehenden Ebene liegen und darin ein (Brianchon'sches) 
Sechseck bestimmen, indem ihre resp. Verbindungslinien, die Dia- 
gonalen desselben, sich in jenem Punkte schneiden. 

Die Umkehrung dieses Satzes ist die gesuchte Bedingung, unter 
welcher 7 Punkte auf einem cubischen Kegelschnitt liegen; man hat 
dabei zu bedenken, dass die Behauptung des umzukehrend'en Satzes fiir 
zwei Ecken erfullt sein muss, weil, wenn auch etwa die Strahlen 7 1, 
7 2, ... 76 einem Kegel 2. Grades angehoren, damit noch nicht be- 
dingt ist, dass auch die Geraden 6 1, 6 2 ... 6 7 auf einem ebensolchen 
liegen. Mit Rticksicht hierauf lautet dann die Umkehrung folgender- 
maassen : 

Wenn ein nicht ebenes Siebeneck so beschaffen ist, dass die Ebene 
eines Winkels und die Ebenen der beiden zunachst liegendep 
Winkel die drei resp. Gegenseiten in Punkten treffen, welche in 
einer Ebene liegen, die durch den Scheitel des ersten Winkels 
geht, und wenn dasselbe fur einen der sechs andern Winkel statt- 
findet, so liegen die 7 Scheitelpunkte des Siebenecks auf einem 
cubischen Kegelschnitt und trifft mithin die vorausgesetzte Eigen- 
schaft bei alien Winkeln des Siebenecks ein. 

Einige weitere hiermit im Zusammenhang stehende Eigenschaften, 
sowie die sich darauf griindenden Constructionen und ein eigenthum- 
liche Analogon des PascaVschen Satzes werden wir spater betrachten und 
uns zunacht gegen einen Irrthum vorsehen, zu welchem man durch Um- 
kehrung unserer obigen beiden HauptsStze leicht verleitet werden konnte. 
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Es ist dies die Behauptung ^) , dass der geometrische Ort der Spitzen aller 
Kegel zweiten Grades, welche durch 6 feste Eaumpunkte gehen, die 
durch jene Punkte bestimmte Raumcurve 3. Ordnung sei und dass die 
Ebenen aller Kegelschnitte, welche 6 feste Ebenen beriihren, eine Regel- 
flache, der en Wendecurve ein cubischer Kegelschnitt ist, tangiren. Wir 
bescbranken uns darauf zu zeigen, dass im erstern Fall der fragliche Ort 
eine Flache ist, welcber dann selbstverstandlich auch jene Raumcurve 
angehort. ^ 

Es seien 1 , 2 ... 6 die gegebenen Raumpunkte und werden ibre 
Coordinaten mit den entsprecbenden Indices unterscbieden, der gesucbte 
Scbeitel des durch sie gehenden Kegels babe die Coordinaten -T, F, Z; 
die Gleicbungen von 4 Ebenen, welche durch den Punkt X^ F, Z und die 
resp. Gruppen 1 2; 23; 34; 41 gehen, sind dann 



N 





X, Y, Z, 1 


 


X, F, Z, 1 


-—-- 


•^11 y i'i ^it ^ 

*^2y Vlt ^21 ^ 


— 0\ M 


**'2 ' 2/2' ^2» ■'• 
^^t 2/31 ^31 ^ 




X, y. z, 1 




ar, y, z, 1 




X, F, Z, 1 




X, F, Z, 1 





^3» 2/3 » ^3> ^ 
^4» y ^t ^4J ^ 


— 0; P , 


^4» y \^ ^4» ^ 




X, y, Z, 1 




X, y, z, 1 



0; 



= 0. 



und reprasentirt die Gleicbung 

iiV — XM P = 
jeden aus dem Punkt Z, F, Z als Scbeitel durch die Kanten 
i = ilf=0; Z = P = 0; N=M = 0\ iV = /> = 

bescbriebenen Kegel 2. Grades. Soil derselbe auch durch den Punkt 
5 gehen, so ergibt sich der betreffende Werth von X aus der vorigen 
Gleicbung durch Substitution von x^^ y-, z^ an die Stelle der laufen- 
den Coordinaten x^ y, z, namlich: 



X = 



jr, F, z, 1 

•*'2» 2/2' ^2» ^ 
^'^SJ 2/5> ^51 -^ 



^, r, 2, 1 


p 


^3> 2/3 » ^3> ^ 


• 


*^4» 2/4* ^A\ ^ 




^5» 2^5 > ^51 ^ 





x^i y^t ^2» ■'^ 

^2> y^t ^31 -^ 

^5» 2/5» ^o> 1 



-i', 


I', 


z, 


1  


•'^4» 


^4. 


«4. 


1 


.Ti, 


yi. 


^1. 


1 


^5> 


ys. 


25. 


1 



Setzt man diesen Werth von k in die vorige Gleicbung ein und 
substituirt dann x^^ y^^ Zq an Stelle der darin vorkommenden verSn- 
derlichen Coordinaten x, y, z, so stellt das Resultat 



« 1) Vergl. Ohasles, Gesch. d. Geom. Deutsch v. Sohncke. Note XXXIII, 2. 
pag. 441. 

3 
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X, F, Z, 1 

^ 2 » y 2 J ^ 2> ^ 
^5> VS) ^5» ■'^ 



z, r, 


^' 


1 




«i» yi, 


^1) 


1 




^2» ^2' 


^21 
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^5) Vh'* 


^51 


1 





X, r, z, 1 

^5» 2/51 ^5» ■'^ 

X, r, z, 1 

^3» ^3* ^3» ■'^ 
^4» y4» ^4> ^ 
^5> ^5? ^5> ■'^ 



X, Y, 


z, 


1 




^v y 1 » 


^n 


1 




•^2> ^21 


^2 > 
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^6» 2^6) 


^61 


1 





X, r, z, 1 




*^2» 2^21 ^2» ^ 




^3' ^3* ^3» -^ 


• 


^6' ^6* ^6 > •'• 


1 



X, F, Z", 1 

^3» 2/3» ^3'> ^ 
'^ At y \i ^4 t ^ 

^ bt y^t ^(5 » -'■ 

Z, F, Z, 1 

^4» ^4' ^4» ^ 
^J» y 1 » ^l » -*■ 

^b» y^j ^(>» -*■ j 



o 



einen durch die Punkte 1, 2, . ... 6 gehenden Kegel 2. Ordnung- dar, 
desi^en Spitze die Coordinaten Z, T, Z hat. Da vorstehende Gleichung in 
Bezug auf die Coordinaten X^ F, Z vom 4. Grad ist, so ist der geome- 
trische Ort fiir die fraglicbe Kegelspitze eine Flache 4. Grades, die, wie 
aus der Form ihrer Gleichung ohne weiteres ersichtlich , eine Anzabi 
von geraden Linien enthalt, welche dargestellt werden durch Verglei- 
chung derjenigen Systeme von den in ihrer Gleichung enthaltenen 
linearen Factoren mit Null, deren gleichzeitiges Verschwinden die 
Gleichung selbst verschwinden macht. Bei naherem Eingehen auf die 
Untersuchung dieser Geraden finden sich davon im Ganzen 25, nam- 
lich die 15 Verbindungslinien von je zweien der gegebenen 6 Punkte 
und ausserdem die 10 Schnittlinien der Paare von Ebenen durch je 3 
der gegebenen Punkte, welche sammtliche 6 Punkte enthalten, wip z. B. 
die Ebenen 12 3 und 4 5 6; oder 12 4 und 3 5 6 u. s. w. 

Wir beschliessen dieses Capitel mit Begriindung des folgenden, 
spater zu interessanten Folgerungen Anlass gehenden 'Satzes: 

Construirt man an einem Punkt (a) eines cubischen Kegel- 
schnittes die Qsculationsebene und legt ausserdem durch ihn 
eine Ebene, welche die Curve in einem andern Punkte (b) be- 
riihrt, so wird jede Sehne der Curve, welche durch die Schnitt- 
linie jener beiden Ebenen geht, harmonisch getheilt durch eine 
Gerade, welche der Schnitt ist von der Osculationsebene der Curve 
in (6) und einer andern Ebene, die auch durch (h) geht und die 
Curve in {a) bertlhrt. 

Die 4 in diesem Satze vorkommenden Ebenen stehen in derselben 
Beziehung zur Curve, wie die friiher bei Aufstellung ihrer Gleichung 
benutzten Ebenen TJq ^=^ 0^= U2 = U^= Oy von denen schon Ja- 
mais bemerkt wurde, dass die Ebene C^q = die Curve im Punkt 
' .^ = osculirt, ebenso die Ebene U^ = im Punkt, dessen Parameter 
/^^ = 00, wahrend U^ = Oind' = oo schneidet und in O = tangirt 
und 1/2 = in -Q* = 00 tangirt und in ^ = schneidet; der Beweis wird 
sich daher durch Zugrundelegung derselben am ' einfachsten gestalten. 
Es seien wie friiher die Gleichungen jener 4 Ebenen in der Normal- 
form angenommen, dann hat eine durch den Punkt '9' der Curve und die 
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Schnittlinie von U^ = und i^j = gehende Ebene die Gleichung 
Ui — & U2 = 0^ wobei '9' zugleich das TheilverhSltniss des Neigungs- 
ivinkels jener Ebenen ansdriickt; die dazu harmonisch conjugirte Ebene 
"hat die Gleichung l/^, + -d" Z/j == nnd geht daher durch einen Cur- 
venpunkt, dessen Parameter — '9' ist. Werden nun die Gleichungen 
der durch dies« beiden Punkte & und — d" gehenden Sehne gebildet, 
namlich 

Uq — ^2 ^2 = ^; ^^1 - -^^ ^3 = 0, 

so zeigen dieselben unmittelbar, dass jene Sehne durch die Schnitt- 
linie von Uq und U^ nnd die von U^ und U^ geht. Da nun die Ebenen 
U^ =0] U^ = 0', U^ — ^ U2 = 0', Ui + d^U^ = 4t harmonische 
Ebenen sind, so sind die Schnittpunkte jener Sehne mit den beiden 
Geraden 2 und 1 3 und der Curve harmonische Punkte, womit der 
Satz oder eigentlich seine Umkehrung bewiesen ist. Die letztere wiirde 
lauten : 

Legt man durch die Schnittlinie zweier Ebenen, deren eine einen 

cubischen Kegelschnitt in (a) beriihrt und in (6) schneidet, wiihrend 

die andere ihn in (a) schneidet und in (6) beriihrt, ein zu ihnen 

harmonisches Ebenenpaar, so treffen die Ebenen desselben die 

Curve in 2 Punkten, deren Verbindungslinie den gegebenen Ebenen 

in Punkten begegnen, die zugleich auf den Osculationsebenen der 

Punkte (a) und (b) liegen. 

Die eben dargelegten Eigenschaften cubischer Kegelschnitte ent- 

sprechen auf eine bemerkenswerthe Weise den Beziehungen von Pol 

und Polare bei den ebenen Kegelschnitten ; projiciit man nsimlich die 

ganze in den vorhergehenden Satzen vorkommende Raumfigur von einer 

der beiden Tetraederecken 5 durch welche die Curve geht, etwa vom Punkt 

/d- = 00 aus auf irgend eine Ebene, so ist die Projection des cubischen 

Kegelschnitts ein ebener, die der Geraden Uq= i/j = eine Gerade, 

die der Geraden U^ =2 U^ = aber ein Punkt, und zwar der Pol jener 

projicirten ersten Geraden in Bezug auf den ebenen Kegelschnitt, denn 

die Ebenen U^= und U^ = schneiden die Projectionsebene in den 

durch jenen Punkt gehenden Tangenten, fiir welche die Projection der 

Geraden Uq = 1/2 = Beriihrungssehne ist, wie sich aus der Form der 

Gleichung 

U, U, ^U2^ = 

des die Curve projicirenden Kegels ohne weiteres ergibt; die Secante 
des cubischen Kegelschnitts endlich wird als durch den Pol gehende 
Gerade projicirt, die dann von dem ebenen Kegelschnitt und der Polare 
harmonisch getheilt ist. 
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Viertes Capitel. 

Wir wenden uns nun zur Untersuchung der durch die Tangenten 
eines cubischen Kegelschnittes erzeugten abwickelbaren Flache, welche, 
wie friiher nachgewiesen,. mit demselben zugleich in der,Verwandtscliaft 
der Reciprocitat stebt, und betrachten zunachst die Schnittcurve der- 
selben mit einer beliebigen Ebene. Die friiber aufgestellte Gleichnng 

[Po V^ _ I^j Fj] 2 - 4 '\TJy U, - U,^] [V, U, - U,^] = 

der Tangentenflacbe ist vom 4. Grad, und wird daber aucb eine ebene 

Scbnittcurve derselben von der 4. Ordnung sein, wabrend aus dem 

gleicbfalls friiber bewiesenen Satze, dass durcb jeden Punkt 3 Oscula- 

tionsebenen einer Raumcurve 3. Ordnung, d. b. 3 Tangentenebenen 

ibrer Tangentenflacbe geben, sicb folgern lasst, dass jene Scbnittcurve 

von der dritten Classe sei. Um ibre Gleicbung zu erbalten, verfahren 

wir folgendermassen : wir wablen als scbneidende Ebene eine, deren 

Gleicbung 

t^j — ^ [72 = 

ist, di^ demnacb durch 3 Punkte der Curve gebt, welcbe zu den Para- 
metem 0, oo und '9* geboren. Diese 3 Punkte bestimmen in der vor- 
bergenannten Ebene ein Dreieck, dessen Seiten bestimmt werden als 
Scbnittlinien dieser Ebene mit drei andern, deren Gleicbungen sind 

[/^ = 0; Uq -- d-^ U^ = 0; ^ U^ — U^ = 

und von denen die erste durcb die Punkte und cx), die zweite durcb 
die Punkte und -9', die dritte endlicb durcb die Punkte d" und oo gebt. 
Werden diese 4 Ebenen zu Fundamentalebenen eines tetraedriscben 
Coordinatensystems genommen, setzt man also 

so wird die Gleicbung der Flacbe zwiscben diesen neuen Coordinaten 
sicb ergeben, indem man die Grossen Uq, U^, U^t U^ aus den vor- 
stebenden Identitaten berleitet, namlicb 

und in die frubere Gleicbung derselben substituirt; man findet 

[^ {y + x) (z + x) -- X {w + ^ x)]'^ - 4. [fv + ^x ^^ — x'^] 

und daraus fiir w = ibren Scbnitt mit der Ebene U^ — & U2 = 
ausgedriickt durcb 

{y z + z X -^ X y)^ — A x"^ y z = 
bezogen auf ein trimetriscbes Coordinatensystem; worin 
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w = [a; = 0, «/ = 0, z = 0] 

die Gleicliungen der Seiten des Fundamentaldreiecks sind. Die Gleicliung 
der Curve nimmt eine einfachere Gestalt an, wenn man fur x setzt — j;, 
oder was auf dasselbe hinauskommt, die Vorzeichen von y und z in die 
entgegengesetzten verwandelt; sie wird dann 

Wir gelieu auf keine speciellere Untersuchung dieser in der Folge 

nicht weiter wichtigen Curve ein und bescbranken uns darauf zu be- 

merken, dass sie, wie aus der Natur der TangentenflSche scbon erkannt, 

von der dritten Classe ist, dann dass sie drei Ruckkebrpunkte oder 

Spitzen hat, namlicb die 3 Ecken des Fundamentaldreiecks, und dass die 

Tangenten in denselben unter der zuletzt iiber die Vorzeicben der 

Coordinaten gemacbte Voraussetzung dargestellt sind durch die Glei- 

chungen 

y — 2 = 0; z — a: = 0; x — y = 0, 

deren identiscbes Verscbwinden bei ibrer Addition beweist, dass jene 
Tangenten sicb in demselben Punkte scbneiden, namlicb in dem Schnitt- 
punkt der 3 Osculationsebenen von den Punkten, in welchen die Curve 
die Ebene w ^ U^ -- d- 11^ = trifft. 

Es ist nun zunacbst zu untersuchen, wie sich die Schnittcurve mo- 
dificirt, wenn die schneidende Ebene eine Tangenten- oder Osculations- 
ebene der Curve ist. Um zunacbst den Schnitt der Tangentenflache 
mit einer Tangentenebene zu studiren, kann man als solcbe die Ebene 
Ui= wahlen , welcbe die Tangente des Punkts entbalt und die 
Curve noch im Punkt, dessen Parameter oo ist, scbneidet. Die Gleicliung 
der Tangentenflacbe reducirt sicb unter dieser Voraussetz.ung, dass 
U^^izE wird, auf 

und zerfallt daber dieser Scbnitt in die Gerade Z7q = 0, U ^ = 0^ und 
eine ebene Curve dritten Grades dargestellt durch £^j = 0, Uq V^ + 
4 U^^ = 0, welcbe im Punkt V^ =0, 172 = 0, ^3 = eine Spitze, da- 
gegen im Punkt J/^q = 0, ^i=0, 1/2= einen Wendepunkt bat, 
dessen Tangente die Gerade Uq = 0, U^ = ist, wabrend sie im Cus- 
pidalpunkt von der Geraden U^ =^ Oy U^ = berubrt wird. Ist endlich 
die schneidende Ebene eine Osculationsebene, so kann die Ebene 
Uq = zur Untersuchung benutzt werden, welcbe die Curve im Punkt 
osculirt; man erhalt dann als Schnittcurve den Kegelschnitt 

U, = 0, U^" + 4 {U, U, ~ U^') = 4.UiU,'--3U^^ = 0, 

der von der Geraden 11^ = 0^ U^ = in dem ihm mit der Curve 
3. Ordnung gemeinsamen Punkte beriihrt wird. 
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Der eben gelosten Frage nach der Natur des Schnitts der Tan gen - 
tenflache einer Raumcurve 3. Ordnung mit einer beliebigen Ebene etellt 
sich nun in Folge des reciproken Verbaltnisses zwiscben ihr und der 
Carve dualistiscU die folgende gegeniiber: welcher Kegel wird erzeug-t 
durcb die Verbindung eines beliebigen Kaumpunktes mit alien Punkten 
einer Curve dritter Ordnung? Da sicb, wie friiber gezeigt, in jedem 
Punkt des Raumes drei Osculationsebenen der Curve scbneiden, -wovon 
aucb zwei imaginar sein konnen, so kann man zunacbst als beliebig'eii 
Punkt, worin sicb 3 reelle Osculationsebenen scbneiden, den den 3 Ebenen 

Uq = 0] U^ = 0] UQ — 3^Ui + 3d-'^U^^d-^L^ = 

gemeinsamen Punkt wahlen. Die Gleicbungen einer ibn mit cinem va- 
riablen Curvenpunkt w verbindenden Geraden sind: 

0,2 [(/^ _ ^ 17^] _ (c — ^) Uq = 0', (o{(o — ^) U^ + o) U^— U^ = O, 
aus welcben sicb durcb die Elimination von co die Gleicbung 

[P, -&U2]^-U,Us[Uo — 3&Vt + Z9^V,- 03 v^-] = O 
als solcbe der gesucbten Kegelflacbe ergibt. Setzt man 

-Uq = X', ^^ U^ = y', Uq — 3^ U^ + Sd''^ U^ — d'^ ^3 = 2, 

so -wird sie 

{x + y + z)^ — 27xyz = 
oder 

x'^+y'^+z^ = Oy 

welcbe zeigt, dass der betreifende Kegel von der dritten Ordnung ist; 
als Reciprokalflacbe von einer ebenen Curve 4. Grades muss er von der 
vierten Classe sein, ein Scbluss, der sicb aucb leicbt aus den bekannten 
Formeln, welcbe den Zusammenhang zwiscben Ordnung, Classe, und 
sonstigen .Singularitaten einer ebenen Curve, resp. Kegels ausdrucken, 
bewabrbeiten iHsst. Er bat nRmlicb, wie sicb aus Form seiner Gleicbung 
sofort ergibt , drei reelle Wendestrablen, die in der Ebene x + y + z 
= liegen und worin er von den Ebenen x = 0, y = 0, z = tan- 
girt wird. Ausserdem bat er einen conjugirten Strabi, dargestellt durcb 
die Gleicbungen x = y = z, 

Der andere Fall, wo nur eine von den 3 durcb den angenommenen 
Raumpunkt gebenden Osculationsebenen reell ist, lasst sicb leicbt bieran 
anscbliessen ; wir behalten als solcbe reelle Osculations ebene die Ebene 
Z7q = a; = bei und bezeicbnen mit t« = und v =0 zwei durcb den 
Punkt gebende reelle Ebenen von der Bescbaffenbeit, dass 

y ^ u -}- vi] z ^ u — vi 

die durcb ibn moglicben 'imaginSren Osculationsebenen der Curve sind. 
Durcb Substitution dieser Werthe in die vorber gefundene GleicbuDg 
des Kegels wird dieselbe 
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a: [(« - «) 2 _ 3 »2] — I (« — m) » = 0, 

und zeigt sie, dass derselbe nun nur einen reellen Wendestrahl hat, in 
dem er von der Ebene a; = beruhrt wird, sowie dass er einen 
Doppelstrahl hat, worin ihn die Ebenen oc — m + vyS = tangiren. 
Den beiden oben bei den reciproken Untersuchungen betrachteten 
Specialfailen, wo die schneidende Ebene in eine Tangenten-, resp. Oc- 
culationsebene der Curve tiberging, entsprechen nun die, dass der 
Scheitel des Kegels auf einer Tangente der Curve, resp. derselben selbst 
liegt, von welchen der letztere bei einer friihern Gelegenheit schon er- 
ortert wurde, indem damals gezeigt worden, dass durch Verbindung 
eines Punkts der Raumcurve 3. Ordnung mit den iibrigen Curvenpunkten 
ein Kegel 2. Grades entsteht. Fur den andern Fall bestimmen wir den 
Scheitel des Kegels durch die Gleichungen 

[7o = 0; U, = 0', U^-k U^EEi r=0, 

sodass derselbe also auf der Tangente des Punkts liegt. Die Glei- 
chungen der ihn mit einem verMnderlichen Carvenpunkt o verbindenden 
Geraden sind 

Uq — CO U^=:0', {ca —h) U^ — o^ (^U^ — h U.^) = 
und ergibt sich aus ihnen durch Elimination von o 

Uo' U, + Uo U,^ - h {U,^ U, - U,^) = 

oder nachdem mit 2 7^^ multiplicirt und Uq^ — 9 h Uq^ U^ addirt und 
subtrahirt worden 

^0^ [Uo — OhU^— 27 A2 V] ~ [?7o — 3 /* U^]^ = 

als Gleichung des Kegels. Er ist vom dritten Grad, hat einen Rtick- 
kehrstrahl ^7^ = 0, [7^=2 0, und einen Inflexionsstrahl 

worin er von der Ebene 

U^ — d h Ui — 27 h'^ V2 + 27 h'^ U^ = 

beruhrt wird , wShrend die Ebene I/'q = ihn iSngs der Rtickkehrkante 
tangirt; beide Ebenen sind Osculationsebenen des cubischen Kegel- 
schnitts. 

Im Zusammenhange mit Yorstehendem befinden sich folgende, spater 
zu einigen bemerkenswerthen Constructionen Anlass gebende Betrach- 
tungen. Nimmt man den vorher benutzten Punkt, worin sich die Os- 
culationsebenen 

schneiden, zum Scheitel eines Kegels zweiten Grades, der dem von 
diesen 3 Ebenen gebildeten korperlichen Dreieck umschrieben ist, so 
ist ftir die frtiheren Substitutionen 
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*V.^v-s.^-V.^\ ^.>-^j^-" -^-* 



die Gleicliung desselben 

wobei X \ ^ \ V noch unbestimmte Constanten bedeuten, uber welche wir 
sogleich die erforderlichen Bestimmungen machen werden. Wir deiiken 
uns nlimlicb auf der Curve 4 Punkte '9',, ^^i "^s* '^4 beliebig angenom- 
men; es wird dann durcb deren Osculationsebenen ein Tetraeder gebil- 
det, und soil der Kegel so bestimmt werden, dass er durcb 2 Eckeu 
desselben hindurcbgebt. Nach dem Friihern scbneiden sicli die Oscula- 
tionsebenen an '9'i, '9'2) '^3 in einem Punkt mit den Coordinaten 

dessen gerade Verbindungslinie mit der Spitze des korperlicbeu Drei- 
ecks X y z die Gleicliungen 

X : y : z = d- 1 d'^ d'r^ : d'^ : {p- — d' ^) {& — d'^) {^ — &'^) 

bat. Soil dieselbe ein Strabl jenes Kegels sein, so entspringt durcb 
Einsetzen dieser Wertbe in seine Gleicbung fur X : fi : v die Relation 

' + 1. + ,. ....".:.. . '=0. 



Ebenso finden wir, wenn die Verbindungslinie des Scbnittpunkts der 
Osculationsebenen an d'^ d'.y d'^^ ihm angeboren soil, 



aus welcben beiden Bedingungsgleicbungen sicb 

ergibt, eine Gleicbung, deren Symmetrie in Bezug auf '9*1, '9'2> -^g, '^•4 
beweist, dass der fraglicbe Kegel dann aucb die Verbindungslinien 
seines Scbeitels mit den beiden iibrigen Tetraederecken entbalt. Es 
lasst sicb dies als Satz folgendermaassen aussprecben: 

Die Kanten des von 3 Osculationsebenen eines cubiscben Kegel- 
scbnitts gebildeten korperlicbeu Dreiecks und die Verbindungs- 
linien seiner Spitze rait den Eckpunkten eines durcb die Oscula- 
tionsebenen von irgend 4 Curvenpunkten gebildeten Tetraeders 
geboren einem Kegel zweiten Grades an. 
Je nacb der Wabl der 4 Punkte '9*1, -O-j, '9' 3, '9*4 wird sicb dieser Kegel 
verandern; bebalt man 3 derselben, etwa '9*^, '9*2, &^ und lasst den 
vierten d"^ die Curve durcb Jauf en, so erb^lt man eine Scbaar von Kegeln 
2. Ordnung, die alle vier Strablen gemein baben, nsimlicb die 3 Kanten 
des korperlicbeu Dreiecks x y z und die Verbindungslinie seiner Spitze 
mit dem Scbnittpunkt der 3 Osculationsebenen an '9'j, '9'2 und ^^, Variirt 
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man dann waiter auch -^-g, so wird dieser jetzt je zwei Kegeln gemein- 
same Strahl eine Ebene durchlaufen, deren Gleichung 



sicli durch Elimination von d'^ aus den friihern 

ergibt und welclie durch die Schnittlinie der Osculationsebenen an &i 
uud d'2 hindurchgeht. Nimmt man ferner auch den Punkt 'O'j als ver- 
anderlich an, so umhtillt die eben gefundene Ebene einen Kegel, dessen 
Gleichung 

erhalten wird, als Bedingung, unter der die Gleichung jener Ebene, 
welche wir zu dem Ende schreiben: 

^2' (^ — '^1) ^1 y + ^2 [{^ — ^i) (^ ^ + ^, y) — '^ ^, ^] ^ - 

zwei gleiche Wurzeln hat; dieser Kegel geht auch durch die Schnittlinie der 
Osculationsebene des Punkts O^ mit der Tangentenflache unse'rer Raum- 
curve 3. Ordnung. Wird endlich auch noch der Punkt '9' , als auf der 
Curve verSnderlich gedacht, so werden alle diese Kegel 2. Ordnung von 
einem solchen dritten Grades 

{x + y + z)^ — 27 X y z = 

umhullt, welcher dann, wie seine Gleichung lehrt, derselbe ist, wie der, 
den man durch Verbindung des Punkts x y z mit alien Curvenpunkten 
erhalt. Dies gibt den Satz: 

Alle Kegel, die einen beliebigen Punkt des Raumes zum Scheitel 
und die Schnittcurven der Osculationsebenen einer Raumcurve 
3. Ordnung mit ihrer Tangentenflache zu Leitlinien haben, werden 
eingehilllt von einem Kegel 3. Ordnung, den man erhalt durch 
Verbindung jenes Raumpunkts mit sSmmtlichen Punkten der Curve. 

Wenden wir uns nun zu den hierzu reciproken Untersuchungen ; in 
der friiher benutzten, durch die 3 Punkte 0, 00, und '9' der Curve gehen- 
den Ebene hatte man ein Dreieck mit jenen Punkten als Ecken, dessen 
Seiten dargestellt wurden durch die Gleichungen 

oder fur die damals benutzten Abkiirzungen 

U^^x, U^ — ^^U^^&y.^U^—U^^z, U^ — ^U^^-w 
durch 

w =^0 [a; == 0, 2/ = 0, z = 0]. 
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Ein demselben einbeschriehener Kegelschnitt hat die Gleichung*) 

und wird von der seiner Ebene w = mit einer durcli die 3 Curveri- 
punkte d'l^ d'2^ d"^ gehenden Ebene gemeinsamen Geraden , deren 
Gleichung 

(^ _ ^^) (^ — 0^) (^ — ^3) ^ + ^' 2/ — ^ J ^2 ^3 ^ = 
ist, beriibrt unter der Bedingung 



(^_.^^) (^_^^) (^_^^)  ^3 ^^^^^^3 

Nimmt man nocb einen vierten Punkt d-^ binzu, so werden damit noch 
3 Ebenen bestimmt, auch Seitenebenen des von den 4 Punkten als Eck- 
punkten gebildeten Tetraeders. Die Bedingung, dass die Schnittlinie 
noch einer von diesen Ebenen, etwa der Ebene ^i ^2 '^4 ™^* ^®^ Ebene 
w =^0j auch den obigen Kegelschnitt tangire, ist 

^ + JIL !? = 0, 

{d- — ^i) {'0' — -^2) iP" — ^^4) "^3 '^1 "^2 '^3 

welcbe in Verbindung mit der vorigen zur Bestimmung von den Coeffi- 
cienten /, w, n geniigt; man findet 

I :m: nz=:(^—^^) {^•—d'^) (^—^3) i^—^i) : — ^^ : — -^-i -^2 '^3 '^4- 

Die Symmetrie dieser Werthe in Bezug auf die Parameter jener 4 Punkte 
zeigt, dass auch die Schnittlinien der Ebenen d' ^ d"^ ^^ und -^2 "^3 '^4 
mit der Ebene w = unsern Kegelschnitt beruhren, ein Resultat, das 
zu folgendem Satz veranlasst: 

Die Verbindungslinien der drei Punkte, in welchen eine Ebene 

eine Raumcurve 3. Ordnung schneidet, und die Schnittlinien der- 

selben Ebene mit den Seitenebenen eines Tetraeders, dessen Ecken 

auf der Curve liegen, sind Tangenten eines bestimmten Kegel- 

schnitts. 

Wir lassen nun wie oben die Eckpunkte des Tetraeders beliebig auf 

der Curve variiren, wodurch sich selbstverstandlich der dem Dreieck 

X y z eingeschri ebene Kegelschnitt fortwahrend andert. Wird zun^chst 

nur '9'4 veranderlich angenommen, wahrend die Punkte ^^^ ^09^3 ^^^^ 

bleiben, so behalten alle sich dann ergebenden Kegelschnitte ausser den 

3 Seiten des Dreiecks auch noch die gemeinsame Tangente, in welcher 

die Ebene d-^ ^2^z ^*® Ebene w; = schneidet, sind also sammtlich 

demselben Vierseit eingeschrieben. LSsst man nun weiter nur die Punkte 

d'^ und '6'2 fest, &^ und d"^ aber variabel sein, so wird die zuletzt er- 



1) Vergl. Salmon, anal. Geom. der Kegelschnitte, deutsch v. W. Fiedler. Art. 159. 
p. 191. 
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wahnte deii Kegelschnitt beruhrende Gerade sich auch fortwahrend ver- 
andern, dabei jedocb, well die Ebene d'^ ^2 ^3 ®^^^ ^^ ^^® Sebne O-j d'^ 

_  

der Curve drebt, immer durcb einen festen Punkt 

{& — ^1) (0 — ^2) ^ = — ^^ y = — -^1 -^2 « 

geben , welcbes der Scbnittpunkt der Ebene © == mit eben dieser 
Sebne &^ ^2 ^®*' Wird nun weiter aucb der Punkt -O-j verUnderlich 
genominen, so dass nur nocb ^i fest bleibt, so bescbreibt der eben ge- 
fundene Punkt einen Kegelscbnitt 

^&izy + {^ — ^^) ^iX z — {& — ^y) & xy = 0, 

dessen Gleichung sicb durcb Elimination von -ft 2 aus den vorbergeben- 
den Gleicbungen jenes Punkts ergibt, und welcbes derselbe ist, indem 
die Ebene w = den vom Scbeitel d'^ aus durcb die Curve 3. Ordnung 
gelegten Kegel 2. Grades scbneidet. Ist endlicb aucb nocb der Punkt 
d'^ veranderlicb, so sind alle auf die angegebene Weise entstebenden 
Kegelscbnitte umbullt von der Curve vierten Grades 

{y z + z X + X y)^ — 4: x'^ y z = 0, 

welcbe, wie ibre Gleicbung lebrt, der Scbnitt der Ebene rv = mit 
der Tangentenflsicbe unserer Raumcuive 3. Ordnung ist. Hieraus folgt: 

Alle Kegelscbnitte, welcbe man erbSlt, indem man mit einer be- 
liebigen Ebene s&mmtlicbe durcb eine Eaumcurve 3. Ordnung mog- 
licben Kegel 2. Ordnung scbneidet, sind umbiillt von einer Curve 
4. Ordnung, die der Scbnitt jener Ebene mit der Tangentenflacbe 
des cubiscben Kegelscbnittes ist. 

Die vorber gefundene Eigenscbaft der cubiscben Kegelscbnitte, dass 
die Verbindungslinien sfimmtlicber Punkte eines solcben mit einem be- 
liebigen Punkt des Raumes einen Kegel 3. Ordnung erzeugen, welcber 
einen conjugirten, resp. Doppelstrabl bat, und welcbe aucb folgender- 
maassen ausgesprocben werden kann: 

Die perspectiviscbe Projection einer Raumcurve 3. Ordnung von 
irgend einem Punkt des Raumes aus auf eine beliebige Ebene 
ist eine Curve 3. Ordnung mit einem conjugirten respi doppelten 
Punkt, 

vermittelt den Zusammenbang zwiscben ebenen Curven 3. Ordnung und 
den cubiscben Raumcurven und zeigt, wie gewisse Eigenscbaften der 
einen sicb leicbt auf die andern mUssen iibertragen lassen. Der bekannte^) 
Satz aus der Tbeorie der ebenen Curven: 

Legt man durcb 4 feste Punkte a, 6, c, d einer Curve 3. Ordnung 
einen Kegelscbnitt^ so scbneidet dieser die gegebene Curve in zwei 



1) Cremona, geom. Theorie der ebenen Curven. Deutsch von M. Curtze, 
I. Cap. § 12. Lehrs. II, pag. 91. 
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Punkten m und rr! , Die Gerade m m geht durch einen fiinften festen 
Punkt der Curve 3. Ordnung, welcher der Gegenpunkt der 4 
Punkte «, h^ c, d heisst, 

kann z. B. ohne weiteres in folgender Weise anf cubische Kegelschnitte 

libertragen werden : 

Legt man durcb die Verbindungsstrablen eines beliebigen Raurn- 
punktes mit 4 festen Punkten eines cubiscben Kegelscbnitts einen 
Kegel 2. Ordnung, so gebt die durch die beiden Punkte, welcbe 
der Kegel nocb ferner mit der Curve gemein bat, und seinen 
Scbeitel gelegte Ebene durcb einen bestiramten festen funften 
Punkt des cubiscben Kegelscbnitts, den sogenannten Gegenpunkt 
jener 4 Punkte. 

Es bat namlicb eine beliebige Flacbe zweiter Ordnung mit einer Rauin- 
curve 3. Ordnung im AUgemeinen secbs Punkte gemein, und werden 
wir spater zeigen, dass die Curve derselben ganz angebort, sobald 
sieben ibrer Punkte auf der Flacbe liegen. Bescbranken wir uns bier 
auf den Beweis der ersteren Bebauptung fiir den Kegel 2. Ordnung, 
so ist 

V + ^ {^x - ^ ^2^ + m U,^ + n U, U, + p U, {U, - ^ U,) + 

die allgemeinste Gleicbung eines solcben, dessen Scbeitel im Scbnitt- 
punkt der Ebenen 

liegt. Durcb Einsetzen der die Gleicbung der Curve befriedigenden 
Wertbe w"^ : w^ : w : 1 fur UqI U^ : V^ : ^3 finden wir 

0)® + / 0)2 (w — 'a')2 + m + w 0)3 + p (o^ (w — '^) + g CO (w — '9") = 0, 

welcbe Gleicbung in Bezug auf co vom 6. Grad ist, demnacb 6 reelle 
oder complexe Parameterwertbe fur die Punkte liefert, welcbe der Kegel 
2. Ordnung mit der Curve gemein bat. Aus dem Zusamm^nbang zwi- 
scben diesen Wurzelwertben der Gleicbung, die wir mit coj, Oj . . . Wj} 
bezeicbnen woUen, und den Coefficienten derselben, ergiebt sicb 

wenn S r die Summe der Producte der Wurzeln zu je r bedeutet. Die 

Elimination der Grossen /, m, w, p^ q aus diesen Gleicbungen liefert 

dann folgende 

&^ S^ — &'^So + & S^ — Sr, = 0, 

welcbe, wenn (O5 und Wg explicite darin gescbrieben werden, die Form 

a (wg + We) — ^^5 G)t} + c = 
annimmt, wobei 

a ==^^ — d''^ S^ + ^ S^ — S^, b = ^'^ — d- S,^ + ^3, 

c^d'^ Sj^ — ^^ S2 + ^ S^ 
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zu setzen sind. Diese Gleichung ist aber, wie im zweiten Capitel ge- 
zeigt, die Bedingung, unter welcher sich Punkte in Involution befinden 
und zieht man daber aus ibr den folgenden Satz: 

Die 6 Punkte, worin eine Raumcurve 3. Ordnung von irgend einem 
Kegel 2. Ordnung getroifen wird, befinden sicb in Involution, d. b. 
legt man durcb sie und irgend welche Sebne der Curve Ebehen, 
so erbalt man ein involutoriscbes Buscbel. 

Dem andern zu derselben Kategorie wie der obige geborigen Satze: *) 

Sind in einer Curve 3. Ordnung drei Punkte «, 6, c gegeben und 
legt man durcb einen vierten festen Punkt in derselben Curve 
eine Gerade, welcbe dieselbe in m und m scbneidet, so gebt der 
Kegelscbnitt, den man durcb «, 6, c, w, m bescbreiben kann, durcb 
einen ftinften festen Punkt d der gegeben en Curve, 

wird sicb fur die Raumcurve 3. Ordnung folgender gegeniiberstellen 

lassen : 

Wird ein beliebiger Punkt des Raumes mit 3 festen Punkteu 
einer Raumcurve 3. Ordnung verbunden und durcb die Verbin- 
dungsstrablen ein Kegel 2. Ordnung gelegt, welcber aucb durcb 
die 2 Punkte gebt, in welcben eine durcb den angenommenen 
Raumpunkt und einen vierten festen Punkt der Curve gebende 
Ebene die Curve nocb ferner triift, so geben alle so erbaltenen 
Kegel durcb einen und denselben secbsten Punkt des cubiscben 
Kegelscbnittg. 



u. s. w., u. s. w. 



Kebren wir scbliesslicb wieder zur Tangentenflacbe unseres cubi- 
scben Kegelscbnitts zuruck, so wird ibr Scbnitt mit der Osculations- 
ebene des Punkts w dargestellt durcb die Gleicbungen 

f^o — 3 w 27i + 3 0)2 i/g — ©3 ?73 = 0; 
deren letztere sicb ersetzen lasst durcb die 

eines Kegels 2. Ordnung mit der Spitze in ?7q = t/^j = i/j = 0, der 
den der Tangentenflacbe und jener Osculationsebene gemeinsamen Kegel- 
scbnitt zur Leitlinie bat. Dieselbe Osculationsebene wird nun von einer 
beliebigen Ebene, als welcbe wir die scbon oben benutzte durcb die 
Curvenpunkte 0, oo, & gebende, deren Gleicbung 

ist, wablen woUen, in einer Geraden gescbnitten, deren Pol in Bezug 



1) Ibid. Lehrsatz III. 
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auf den vorhererwahnten Kegelschnitt befitimmt wird dnrch die Gleichnngen 

Uq: U^: U^: U^ = 3 ^ a^ : a {2 (o — &) : (o — 2 & : — S. 

Eliminirt man nun aus diesen den Parameter co, so ergcben sicb folgende 

2 [7o — 3 ^ i/j — 3 -a^ ?72 + 2 ^^ ^3 = 0; 
&[3U^ — 2^U^]^+ VoU^ = 0, 

welche einen andern Kegelschnitt repr£lsentiren ; ein Eesultat, das wir 
folgendermassen als Satz aussprecben: 

Eine beliebige feste Ebene wird von den Osculationsebenen eines 
cubiscben Kegelschnitts in Geraden gescbnitten, deren Pole in 
Bezug auf die den resp. Osculationsebenen mit der Tangenten- 
flUcbe des cubiscben Kegelscbnitts gemeinsamen Kegelschnitte auf 
ein em Kegelschnitt liegen, 
oder wenn man als Pol einer Ebene in Bezug auf einen Kegelschnitt 
den Pol der Schnittlinie der Ebene des Kegelschnitts mit der gegebenen 
in Bezug auf ihn definirt, kiirzer: 

Die Pole einer beliebigen Ebene in Bezug auf die der Tangenten- 
fiache eines cubiscben Kegelscbnitts eingeschriebenen Kegelschnitte 
liegen in einem bestimmten Kegelschnitt. 

LSsst man die Ebene in unendliche Feme riicken, so sind die Pole 
derselben in Bezug auf jene Kegelschnitte die belreffenden Mittelpunkte 
der letzteren, was zu folgendem, spater noch naher zu untersuchenden, 
bemerkenswerthen Kesultate fiibrt: 

Die Mittelpunkte sammtlicber Kegelschnitte, in denen die Tangen- 
tenfiache eines cubiscben Kegelschnitts von den Osculationsebenen 
desselben geschnitten wird, liegen auf einem Kegelschnitt. 

Die Untersuchung der Beziehungen, welche zwischen den beiden 
Ebenen, der angenommen festen und der ihrer Pole, stattfinden, wird 
bei einer andern Gelegenheit aufgenommen werden. 



Fttnftes Capitel. 

Eine Classification der cubiscben Kegelschnitte iSsst sich nach ahn- 
lichen Principien bewirken, wie die der ebenen Curven zweiten Grades; 
wie namlich jene in die drei Gruppen der elliptischen, parabolischen und 
hyperbolischen Formen zerfallen, je nachdem sie mit der unendlich ent- 
fernten Geraden ihrer Ebene zwei imaginare, oder zwei zusammenfal- 
lende oder endlich zwei verschiedene Punkte gemein haben, so kann 
man die Raumcurven 3. Ordnung eintheilen je nach der verscbiedenen 
Art, in welcher sie durcb die unendlich entfernte Ebene geschnitten 
werden. Es kann dies entweder in drei reellen oder in einem reellen 
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und zwei imaginMren, oder in einem reellen und zwei zusammenfallenden 
oder endlich in drei zusammenfallenden Punkten gescbeben , so dass im 
letzten Falle die unendlich entfernte Ebene eine Osculationsebene ist, 
wabrend im vorletzten Fall die Curve nnr eine unendlicb entfernte 
Tangente besitzt. Die 4 sicb auf diese Weise ergeberiden Species 
beissen der Reibe nacb: cubiscbe Hyperbel, cubiscbe Ellipse, cubiscb- 
byperboliscbe Parabel und cubiscbe Parabel. 

Die Tangenten an den unendlicb entfernten Punkten einer Raum- 
curve fiibren, wie bei den ebenen Curven , den Namen Asymptoten ; es 
bat daber die cubiscbe Hyperbel drei Asymptoten, die cubiscbe Ellipse 
nnr eine, wabrend fiir die beiden andern Species die Tangente des 
unendlicb entfernten Punktes ganz in der unendlicb entfernten Ebene 
liegt. Man erkennt dann ferner, da nacb dem Frubern die Verbin dungs- 
linien eines beliebigen Curvenpunkts mit alien iibrigen einen Kegel 
zweiten Grades erzeugen, dass drei Cylinder zweiten Grades durcb den 
cubiscben Kegelscbnitt moglicb sind, deren Erzeugende den resp. 
Asymptoten der Curve parallel sind. Hat dieselbe drei reelle Asymp- 
toten, wie die cubiscbe Hyperbel, so sind alle drei Cylinder reell; bei 
der cubiscben Ellipse sind zwei derselben imaginUr; fiir die cubiscbe 
Parabel existirt nur einer und im Fall der cubiscb-byperboliscbeu Pa- 
rabel gibt es deren zwei. 

Um aus der Gleicbung eines cubiscben Kegelscbnitts in der allge- 
meinsten Form 

^^ — A^i = 0; ^2 — ^^^3 = ^; -^4-— ^^5 = 0, 
wo wir unter 

An — a„x + b„y+ Cn ^ + ^« = (-^^ ^ Q 1 2 . . . 5] 

die Gleicbung einer Ebene versteben, zu entscbeiden, welcber der vor- 
bererwabnten Gattungen er angebort, verfabren wir folgendermassen. Bei 
der angegebenen Gleicbungsform erscbeint die Curve als Ort der Durcb- 
scbnittspunkte entsprecbender Ebenen von 3 collinearen EbenenbUscbeln ; 
wird nun die Scbnittlinie von einem bomologen Ebenenpaar parallel zn 
der dritten entsprecbenden Ebene, so rtickt der betreffende Curvenpunkt 
in unendlicbe Feme, Die Bedingung, unter welcber dies gescbiebt, 
wird gefunden, indem man zun^icbst die Ausdrucke fiir die Winkel a, 
/5, y, welcb6 jene Gerade mit den Coordinatenacbsen bildet, berleitet, dann 
diejenigen fiir die Winkel u\ j3', /, welcbe die entsprecbende Ebene mit 
den Coordinatepebenen, oder was dasselbe ist, eine auf ihr normale Ge- 
rade mit den Acbsen einscbliesst , und scbliesslicb die Bedingungs- 
gleicbung aufstellt, unter welcber beide Gerade zu einander recbtwink- 
lig sind. Man bat als Ricbtungscosinus der Geraden 
(«o — ^ «i) a; + (6o — A h^) y + {c^ — X c^) z -^ {d^ — Xd^) = 0, 
(«2 — A rtg) X + {b^— k 63) y -H (C2 — I c^ z + (cl.^ — kd^)t=0 ^ 
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folgende 

cos cc : cos ^ : cos y = 

{bo — I by) {c^ — kc^) — {cq — Xc^) (ft 2 — ^*3) 

(fifo — ^ «i) (^2 — ^ ^3) — (*o— ^ ^1) («2 — ^ «3) 
und als solche der auf der Ebene 

(«4 — ^ «5) ^ + (^4 — ^ ^5) y + (C4 — X C5) 5: + {d^ — I d^) = 
Normalen die Ausdriicke 

cos Of' : cos j3' : cos / = (^4 — I a^) : (b^ — A 6.) : (c^ — X c^)- 

Die Bedingung der Perpendicularitat der beiden Geraden ist bekanntlich 

cos a cos a + cos § cos j3' + cos y cos / = 0, 
also 

(«4 — ^ «5) [(*0 — ^ *l) (^2 — ^' ^3) — (^0 — ^ ^l) ip2 — ^ ^3)] + 
(64 — A 65) [(Co — A Cj) (a2~ Artg) — («o — ^ «i) (^2—^ ^3)] + 
{C, — X ^5) [(«o — A «0 (^ — ^ ^3) — (60 — ^ ^1) («2 — ^ «3)] = 

oder als Determinante geschrieben 



a 







— A«j, 6q — A6j, Cq — A c 



«o 



-A«3,62 — ^^3)^2 — ^^3 =0. 
«4 — ^ «5» b^ — X 65, C4 — A Cg 

Es ist dieselbe in Bezug auf X vom dritten Grad und erhalt man bei 
ibrer Entwicklung die cubische Gleichung 



^2» ^2 » ^2 

«4> ^4) ^4 

^3J ^3» ^3 
«5» ^5> ^5 



— X 



^0 » ^o> ^0 

^2» ^2* ^2 
«5) ^5» ^5 



+ 



^^2' ^2» ^2 
«5» ^5» ^5 



+ 



^3> ^39 ^3 
«4i ^4» ^4 

«1) ftl> ^1 
^3) ^3' ^3 
«4» ^•4» <^4 



+ «l)ftn^l 
^2» ^2' ^2 
«4' *4» ^4 

^3> ^3> ^3 
«5> *5» ^5 



+ 



=0, 



deren Wurzelwertbe die unendlich entfernten Punkte des cubischen 
Kegelschnitts bestimmen; fur unsere gewolmliche Gleichung (4) der 
Curve vereinfacht sich dieselbe in 



«2, ^2* ^2 



— X 



^3' ^3» ^3 



+ i 



^01 ^0* ^0 
^2» ^2> ^2 
^3' ^3» ^3 



A3 



^2 » ft 27 ^2 

^3» ft3» ^3 



= 0. 



Kriterien, welche aus den Coefficienten der Gleichungen^der Curve ge- 
bildet unmittelbar ihre Gattung erkennen liessen, wie dies filr die ebenen 
Kegelschnitte geschieht, konnten mit Riicksicht auf vorstehende Bedin- 
gungsgleichuiigen zwar hergestellt werden, wurden aber zu complicirt 
und eben desshalb von keiner praktischen Anwendbarkeit sein. Man 
wird daher in einem speciellen Fall vorstehende Gleichungen zu bilden 
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und wirklich aafzulosen oder wenigstens auf die Eealitat ihrer Wurzeln 
zu untersuchen haben, um liber die Natur des cubischen Kegelschnitts 
zu entscbeiden. 

Nicbts desto weniger gelingt es leicbt, die Gleicbungen jener 4 Spe- 
cies von Raumcurven 3. Ordnung in ibren einfacbsten Formen berzu- 
stellen. Zu dem Ende baben wir uns zunacbst an das im vorigen Ca- 
pitel angegebene VerbSltniss des Coordinatentetraeders zur Curve zu 
erinnern und das dort auseinandergesetzte tetraedriscbe Coordinaten- 
system in ein scbiefwinklicbes Parallelcoordinatensystem iiberzufubren, 
d. b. man bat erstens eine Tetraederebene , am besten wobl die Ebene 
U^ = in unendlicbe Feme zu rticken, so dass sie also durcb 
const. = reprasentirt wird und dann mit Beibebaltung der andern 3 
Seitenebenen als Coordinatenebenen , die'leicbt beizustellenden Entfer- 
nungen eines Punkts von ibnen durcb Multiplication mit gewissen con- 
stanten, von den Winkeln, welcbe jene 3 Coordinatenebenen mit ein- 
ander bilden^ abbangigen Factoren in die scbiefwinkligen Parallelcoor- 
dinaten x y z desselben zu verwandeln. Man erbalt unter dieser An- 
nabme einen beliebigen Curvenpunkt als Coordinatenanfang, zur Acbse 
der z die Tangente in ibm und zur y z- Ebene die Osculationsebene des- 
selben ; die Acbse der x als nacb einem unendlicb entfernten Curvenpunkt 
gericbtet wird einer Asymptote parallel, durcb welcbe dann aucb die x y- 
Ebene gebt. Das die Curve reprasentirende Gleicbungs - System ist 
dann, indem man die constanten, zur Bildung der Coordinaten jenes 
Punkts aus seinen Entfernungen von den Coordinatenebenen dienenden 
Multiplicatoren sogleicb mit der die Ebene U^ reprasentirenden Con- 
stanten vereinigt: 

(3a) 5 . I . i==03.^2.^ 
^ a be 

so dass dem Worth -^^ = der Coordinatenanfang als Curvenpunkt, dem 
Wertb -^ ^= cx> aber der unendlicb entfernte Punkt der Curve auf der 
a;- Acbse entspricbt. Diese Gleicbung (3*) des cubiscben Kegelscbnitts 
bedarf jedocb, um allgemein ftir alle 4 Species zu gelten und dieselben 
geborig von einander distinguiren zu konnen, nocb einer geringen Mo- 
dification, welcbe erkennen lasst, dass ausser '9' = oo nocb zwei andere 
reelle oder aucb imaginare Wertbe dieses Parameters existiren, filr 
welcbe man unendlicb grosse Coordinatenwertbe erbalt; wir geben ibr 
zu dem Ende folgende Form: 

^ a <p'' b g>^ c 9' 

wo zur Abkiirzung 

<p = {& — cc)^ ± p 

gesetzt ist und das doppelte Vorzeicben des letzten Gliedes von (p dazu 
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dient, den Fall nur einer reellen Asymptote von dem, wo alle drei 
Asymptoten reell sind, zu unterscbeiden. Man findet namlicb durcli 
Vergleicbung von p mit Null, also aus der Gleicbung 

zwei Wertbe von •9', welche gleicbfalls unendlicb grosse Coordinaten- 
wertbe liefern, und zwar fiir das obere Vorzeicben diB complexen Wertbe 
" i i^ *» ^^^ ^*s untere dagegen reelle « + jS. 

Ebe wir nun auf weitere Vereinfacbungen der Gleicbung (4*) ftir 
die einzelnen 4 Species von cubiscben Kegelscbnitten eingeben, bilden 
wir zunacbst fur die Gleicbung der Curve in detti eben discutirten Coor- 
dinatensystem die Gleicbungen von Sebnen, Tangenten derselben u. s. w. 
Man erbS-lt wie oben die Gleicbungen einer Secante durcb Curvenpunkte 
d'l und '9' 2) wenn man die Wer\be von I, ft, v, resp. Xj, |Xj, v^ bestimmt, 
welcbe die Gleicbungen 

von einer durcb den Punkt ^^ und einer durcb den Punkt ^^ geben- 
den Ebene in einander iiberfubren. Es geniigen bierzu die Systeme 

^ = Ai = l5 ft=:^j='9', +'^•2; V = l/i='9'j'9"2 

und 

A = Aj ==: 0; ft = fAi ^-d-j '9'2 — ^; vz=:v^=ih{d'^ + ^^ — 2a'9'i '9'2» 
worin 

gesetzt ist; man erbalt durcb sie als Gleicbungen der Secanto 

(*, 9^—hy-+ \h (^1 + ^2) — 2 « d, ^j] - _ ^, ^^ = 0, 

aus welchen, wenn d'^=^^ angenommen wird, die Gleicbungen 

einer Tangente bervorgeben. Auf abnlicbe Weise findet sicb die Gleicbung 
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(9*) 



^ f + [^1 ^2 ^3 - ^ (^1 + ^2 + ^3)] I 



+ [^ (^1 ^2 + ^1 ^3+^2 ^3) - 2 a ^j ^2 ^3]-—^! ^2^3= 



einer die Curve in den 3 Punkten ^ir^2^ ^^ schneidenden Ebene, aus 
welcher sich dann als Gleichung der Osculationsebene im Punkt d' 
ergibt 

(lOM h^ + d'Cd'^^Sk) ^ + &^(3k — 2ad')^- —d'^^O. 
a b c 

Ftir d''z== 00 erhalt man aus (6*) die Gleichungen 

^ V 2a z 

be 

deren letztere sich in Folge der ersteren auf 

y = b 

reducirt, der einen reellen Asymptote, wobei zugleich fiir die Grosse b 
eine geometris«lie Bedeutung gewonnen wird. Sind die beiden andern 
Asymptoten gleichfalls reell, so haben sie die Gleichungen 

J-2(«±^)^+(«±/3)^^=0; 

Wird aus den Gleichungen der Tangente der veranderliche Parameter 
"^ eliminirt, so findet sich 
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als Gleichung der durch die Tangenten der Curve gebildeten abwickel- 
baren Oberflache. Die Gleichungen der durch einen beliebigen Punkt 
§ , ^ , ^ des Ranmes moglichen einzigen Sehne des cubischen Kegelschnits 
werden gefunden, wenn man die Coordinaten jenes Punkts in die Glei- 
chungen (5*) suhstituirt und die sich daraus ergebenden Werthe 
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in dieselben einsetzt, man erhalt dann als solclie 



+ h 



\b^ acjc ' 



Durch Elimination des einen Parameters, etwa -O-j, aus den Gleichungen 
(5*) der Secante ziehen wir 

die Gleichung des durch Verbindung des Punkts & j mit alien ubrigen 
Curvenpunkten entstehenden Kegels zweiten Grades, aus welcher fur 
-^-^ = cx) die Gleichung 

des die Curve enthaltenden Cylinders hervorgeht, dessen Erzeugende 
mit der reellen durch ^•^ = 00 gehenden Asymptote parallel sind. Sind 
die andern unendlich entfernten Punkte der Curve gleichfalls reell, so 
werden die zugehorigen Cylinder dargestellt durch die Gleichung 

(' + ?) if - {' ± ?) '-V 

Dass diese Gleichung Cylinderflachen darstellt, erkennt man, indem sie 
mit Beibehaltung einer der fruhern Coordinatenebenen und Transfor- 
mation auf die Ebenen 

a — b b — c 

als neuer Coordinatenebenen^) die Form 

(« qF/3)y2 Y^—pX {q¥— 1) =0 

annimmt, welche nur 2 der neuen Coordinaten enthalt. Diese Form lasst 
auch zugleich erkennen, dass die betreflPenden Cylinder hyperbolische 



1) Vergl. Joachimsthal , analyt. Geom. d. Ebene. Cap. VII, § 59, pag. 91. 
Der daselhst bewiesene Satz lasst sich ohne weiteres auf den Raum ubertragen, 
von welcher Erweiterung oben Gebrauch gemacht wird. 



Von Dr. C. A. von Drach. 53 



sind, denn sie werden von den Ebenen X = und Y — 1=0 
langs ihrer Schnittlinien mit der Ebene F=0 beriihrt; da nun die 
Sclinittlinie der beiden letzteren als paralleler Ebenen unendlich entfernt 
ist, so ist die Ebene Y — 1 = eine Asymptotenebene des Cylinders 
und kann derselbe mithin nur ein liyperbolisclier sein. Die Erzeugenden 
der Cylinder werden dargestellt durcb die Gleicbungen 

--(«±^)f = 0; f-(«±^)- = o 

a — h h — c 

und sind den Asymptoten des cubiscben Kegelschnitts parallel, denn 
sowobl diese wie jene bilden Winkel mit Coordinatenacbsen , deren 
Cosinus den Grossen 

(g + ^y a ±p J_ 
be ' a c ^ a h 
proportional sind» 

Indem wir jetzt zur speciellen Untersuchung der vier Gattungen 
von cubiscben Kegelscbnitten iibergeben, bemerken wir zunacbst, dass 
man die in den allgemeinen Gleicbungen (3*) und (4*) vorkommenden 
constanten Divisoren a, b, c weglassen kann unter der Annabme, dass 
die linear e Einbeit, womit die Coordinaten auf den Acbsen gemessen 
werden, fiir die 3 Acbsen verscbieden sei und zwar nacb der Proportion 
a: : y : z = a : b : c. Wir begniigen uns jedocb mit diesem Hinweis, da 
eine wesentlicbe Vereinfacbung der Formeln durcb die angegebene Vor- 
aussetzung nicbt erzielt wird. 

Die cubiscbe Parabel osculirt, wie scbon angegeben, die unendlich 
entfemte Ebene; man bedarf daber bei ihrer Gleichung des die unend- 
lich entfernten Punkte der Curve unterscheidenden Divisors g) nicbt mehr 
und ist dieselbe demnach 

a b c 

Sie besitzt am moisten Conformitat mit der allgemeinen Gleichung 
der Raumcurve 3. Ordnung, wie wir sie im ersten Capitel gefunden, 
und werden daher auch die Gleicbungen der mit der Curve in Verbin- 
dung zu bringenden Geraden, Ebenen etc. unmittelbar sich aus denen 
desselben Capitels ergeben. Man hat z. B. 

f - (^1 + ^2) ^ + ^1 ^2 = 

als Gleicbungen einer Sehne durch die Punkte ■S'j und ■9'2, femer 

--(»l + ^2+*3)r+(^l*2 + ^1^3 + ^2^3)7 — •*1^2^3 = 
d Q C 
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^ ^ 



als Gleichung der durch die 3 Curvenpunkte -d-p '^2> "^3 gebenden 
Ebene u. s. w. Die Tangentenflache hat die Gleichung 
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und der die Curve vom Punkt -9*^ auf ihr projicirende Kegel 2. Ordnung 



wird dargestellt durch den Ausdruck 



welcher fiir & ^ :=: oo iibergelit in 

z^ y 
c* b 

die Gleichung des einzigen die Curve enthaltenden parabolischen Cy- 
linders, dessen Gleichung auch einfach durch Elimination des Parame- 

ti z 

ters ^ aus den beiden Gleichungen ^ = -O-^ und — : 



%' erhalten werden 



kann. Die Curve besteht aus einem einzigen Zweige, der sich uber den 
ganzen Cylinder bin erstreckt und kann leicht punktweise fur die ein- 
zelnen Werthe von ^ construirt werden. Ihr Verlauf ist angedeutet in 
Fig. 1; von welcher, sowie von den in den Fig. 2., 3., 4. gegebenen 
Darstellungen der drei andern Species wir am Schluss des Capitels an- 
geben werden, wie sie erhalten worden. Bringt man die Gleichung der 
Curve auf die Form 

a b b c c 

so erkennt man sofort, wie sich die frtiher gefundene Erzeugung von 
Raumcurven 3. Ordnung vermittelst dreier projectivischer Grundgebilde 
fiir die cubische Parabel modificirt, indem dann eins der 3 Ebenen- 
biischel in ein Parallelebenenbtischel tibergeht. Wir ersehen daraus, dass 
die Curve erhalten wird auch als theilweiser Schnitt eines hyperbo- 
lischen Paraboloids mit einer andern geradlinigen Flache 2. Ordnung, 
die eine Erzeugende damit gemein hat. 
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t 'k^^/^^'W^' «i 



Die 3 iibrigen Gattungen von cubischen Kegelschnitten sind unmit- 
telbar in der vorber aufgestellten, mit dem Factor cp versebenen Gleicbung 

X _ ^^ y _ ^'^ z _ & 

a~ (^ — a)2±/32' h~ C-^- — a)2+ /J^' c "" (<^ — a) -^ + |3 ^ 

entbalten. Sie stellt for ein positives Zeicben von /3^ die cubiscbe El- 
lipse; fur ein negatives die cubiscbe Hyperbel und endlicb fur den Wertb 
|3 = die cubiscbe byperboliscbe Parabel dar. Wir geben auf die 
Gleicbungen von Sebnen, Tangenten u. s. w. nicbt naber ein^ da solcbe 
aus den friiher gegebenen allgemeiiien unter den eben gemacbten Vor- 
aussetzungen iiber /3^ sicb obne weiteres ergeben. 

Fiir die cubiscbe Ellipse und Hyperbel kann man nocb eine weitere 
Yereinfacbung ibrer Gleicbungen berbeifiibren, indem die darin entbaltene 
Grosse a = angenonunen wird; eine Annabme, deren Berecbtigung 
und Bedeutung bei einer spateren Gelegenbeit nacbgewiesen werden 
wird. 

Die cubiscbe Ellipse bat dann die Gleicbung 

X ^^ y ^^ z •&• 

und der die Curve entbaltende reelle Cylinder ist dargestellt durcb 

woraus als Scbeitelgleicbung einer Ellipse erbellt, dass derselbe ellip- 
tiscb ist. Die Curve erstreckt sicb, wie aus Fig. 2 zu erseben, in einem 
ununterbrocbenen Zuge langs des ganzen Cylinders, und nabert sicb 
dabei der einzigen reellen Asymptote, welcbe eine Seite des Cylinders 
ist. Es braucbt wobl kaum erwfibnt zu werden, dass diese CurVe und 
aucb die beiden folgenden, gerade so wie die cubiscbe Parabel, aus 
den fiir die Coordinaten ibrer Punkte gegebenen Functionen des Para- 
meters unmittelbar im Eaum construirt werden konnen. 
Durcb die Gleicbungen 

X ^^ y __ ^'^ z _^ ^ 

a~ d'^ — p' b~ ^2_|325 c ~ '9'2 — /32 

reprJtsentiren wir die cubiscbe Hyperbel 5 der der X-Acbse parallele 
Cylinder wird dargestellt durcb die Gleicbung 

und ist demnacb byperboliscb. Die beiden andem, wie fruber nacbge- 
wiesen, gleicbfals byperboliscben Cylinder baben die Gleicbungen 
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und sind den beiden andem Asymptoten 

parallel. Jeder der drei Cylinder entbcilt selbstverstandlich eine Asym- 
ptote. Die Curve besteht ans 3 im Unendlicben zusammenbangendcn 
Zweigen , die sicb zu je zweien immer einer Asymptote nilbem und in 
Bezug auf die 3 Cylinder ganz gleicbmassig verbalten, denn es liegen 
auf dem einen die resp. Asymptote entbaltenden Mantel zwei Curven- 
Sste, auf dem andem nur einer, wie in Fig. 3 zu erkennen. Was die 
weitere Beziebung der 6 CyHndermantel zur Curve anbelangt, so gebea 
durcb jeden Ast von ibr drei derselben, welcbe verscbiedenen Cylin- 
der n angeboren und darunter immer einer, der keine Asymptote entbiili. 

Es bleibt nun nocb die byperboliscbe Parabel zu betracbten; ibre 
Gleicbungen sind 

X _ %^ y _ ^"^ z _ % 

und der durcb sie moglicbe paraboliscbe Cylinder wird dargestellt durcb 

oder anders gescbrieben 

Er nimmt durcb Verlegung der X F-Ebene in die Ebene 

Z ='^—ci -=0 
b c 



2 72 y 



die Gleichung 

an und wird in diesem neuen Coordinatensystem die Curve, indem man 

0= — setzt, dargestellt durcb 

^ — a 

a ^ — a c 

Ibr Verlauf ist aus Fig. 4 zu erkennen, wo sie auf diesem paraboliscben 
Cylinder gezeicbnet ist; sie bestebt aus 2 Zweigen, deren jeder sicb 
.mit einem Ast der reellen Asymptote nsibert, wShrend ibre beiden an- 
dern Aeste in unendlicber Feme sicb in paraboliscber Form vereinigend 
zu denken sind, so dass in dem Yereinigungspunkt eine unendlicb ent- 
fernte Tangente existirt. In derselben Figur ist aucb der die Curve 
entbaltende byperboliscbe Cylinder angedeutet; seine Seiten geben die 
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Kichtung an, in welcher der unendlich entfernte parabolische Zweig der 
Curve liegt. Durch eine ahnliche Transformation wie oben kann die 
Curve aucb auf ihn bezogen werden und bat dann die Gleicbung 

jeder ihrer beiden Zweige liegt dann auf einem der beiden Cylinder- 
mantel und hat der Cylinder selbst die Gleicbung 

YZ — ahc = 0. 

Der zwiscben den einzelnen 4 Species stattfindende Zusammen- 
bang ist nun leicbt zu erkennen; die cubiscbe Ellipse kann, indem 
man den durch sie gebenden elliptiscben Cylinder in einen paraboli- 
schen iibergelien lasst, unmittelbar in die byperboliscbe Parabel iiberge- 
fuhrt "werden, welcbe dann andererseits aucb erbalten werden kann, in- 
dem man bei einer cubiscben Hyperbel den einen die Asymptote nicbt 
enthaltenden byperboliscben Cylindermantel unendlicb weit fortrucken 
lasst. Die cubiscbe Parabel endlicb entstebt auf gleicbe Weise aus der 
cubiscben Ellipse sowobl, als aucb aus der Hyperbel, wenn die Scbeitel- 
seite des ins Unendlicbe sicb entfernenden Cylindertbeils gerade eine 
Asymptote der Curve war. 

Scbliesslicb einige Worte fiber die Herstellung von Zeicbnungen der 
cubiscben Kegelscbnitte. In Folge der fruber bestimmten Art des durch 
jede Species derselben moglichen Cylinders ist es leicbt mit Htllfe der 
Metboden der descriptiven Geometric Darstellungen der 4 Species zu 
macben. Zunacbst wird man durch Zusammenstellung eines elliptiscben 
Cylinders mit einem Kegel 2. Ordnung, der eine Kante mit ibm gemein 
hat, immer eine cubiscbe Ellipse bekommen. Weiter wird durch Zu- 
sammenstellung eines parabolischen Cylinders mit einem Kegel 2. Ord- 
nung, der eine Kante mit ibm gemein hat, im Allgemeinen eine byper- 
boliscbe Parabel erbalten werden; ibre im Endlicben gelegene Asym- 
ptote wird wie bei der cubiscben Ellipse bestimmt durch die den Kegel 
langs der gemeinsamen Kante tangirende Ebene. Die Bichtung der 
Seiten des durch die Curve gebenden byperboliscben Cylinders findet man 
parallel zu dem Strabl des Kegels, welcher zur Hauptebene des para- 
bolischen Cylinders parallel lauft. Haben der parabolische Cylinder und 
der Kegel die besondere Lage, dass die Tangentenebene des Kegels 
im gemeinsamen Strabl zur Hauptebene des Cylinders parallel ist, so 
vereinigt sicb aucb noch der auf der Asymptote gelegene unendlicb ent- 
fernte Curvenpunkt mit den beiden andern unendlicb entfernten Punk- 
ten und geht die byperboliscbe Parabel in die einfache cubiscbe Parabel 
tiber. Die cubiscbe Hyperbel endlicb erhalt man als Schnitt eines by- 
perboliscben Cylinders und eines Kegels, der eine Kante mit dem- 
selben gemein hat; die auf dem Cylinder gelegene Asymptote wird 
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. x/'N^ . ■•.^^\y _^ ^•^y 



wie vorher bestimmt, die Eichtungen der beiden andem und damit auch 
die der Seiten der auch die Curve enthaltenden beiden andem liyper- 
boliscben Cylinder ergeben sicb den Kegelseiten parallel, welclie den 
Asymptotenebenen des ersten Cylinders parallel sind. Hat der Kegel 
die besondere Lage, dass die ibn langs des gemeinsamen Strahls berith- 
rende Ebene einer Asymptotenebene parallel gebt, so rtickt eine der 
Asymptoten in unendlicbe Feme und gebt die Curve in die cubische 
byperboliscbe Parabel tiber. 



Seehstes CapiteL 

Nacbdem im vierten Capitel nacbgewiesen worden, dass die Tan- 
gentenflacbe einer Raumcurve 3. Ordnung mit den Osculationsebenen 
der Curve Kegelscbnitte bestimmt, bescbaftigen wir uns zunScbst mit 
der Untersucbung, was fttr Gattungen von Kegel scbnitt en hierbei vor- 
kommen konnen und wie sicb in dieser Beziebung die im vorbergehen- 
den Capitel unterscbiedenen 4 Species von cubiscben Kegelscbnitten ver- 
balten. Wir bilden zu dem Ende zunachst fiir die vorber aufgestellte 
allgemeinste Gleichung 

X _ &^ y _ ^^ z _ Q' 

a ~ ('9' — a)^+j32' h ~ {^ — ay^±p' c ~ (^— a)2 + (52 

des cubiscben Kegelscbnitts, die Gleicbung der Projection derjenigen 
Geraden, in welcber eine feste Osculationsebene, etwa die am Punkt a>, 
von einer andem solcben, die einem variablen Punkt & zukommt, ge- 
scbnitten wird, auf die yz- Ebene, welcbe dann in dieser ftir alle tiber- 
baupt moglicben Wertbe von -O* gleicbfalls einen Kegelscbnitt durcb 
Umbiillung erzeugt, von dem dann auf die Natur des in der Oscu- 
lationsebene des Punkts © durcb die Tangentenflache bervorgebracbten 
Kegelscbnitts gescblossen werden kann. Die Gleicbungen der beiden Oscu- 
lationsebenen sind nacb dem Frtibern 



und 



(A.) A - + © (0)2 — 3 A) f + G)2 (3 A — 2 a ©) o^ = o 

^ a ^ b c 



k- + d'(d'^ — 3k) ^ + ^2 (3 A — 2 a 0) - — ^3 _ Q. 
a b c 

man findet durcb Elimination des x aus ibnen mit Hinweglassung des 

Factors {d" — co) 









Von Dr. C. A. von Drach. 59 

oder nach Potenzen von & geordnet 

+ (0)2 _ 3 A) ^ + Q) (3 ;i — 2a «) - — ©2 = 

als GleichuDg der Projection besagter Geraden auf die yz-Ebene. Um 
die Gleichung der durcb sie erzeugten Enveloppe zu erbalten, bat man 
bekanntlicb ^) die Bedingung zu bilden , unter welcber vorstebende 
Gleicbung gleicbe Wertbe fiir -Q* liefert; es ist dieselbe 

|a)(|- -l) + (3A-2« 0)) ^T- 

4||-_2a--ll/(G)2_3;^)|.+c(,(3;^_2aw)i — G)2l=o 
oder entwickelt und nacb Potenzen der Coordinaten geordnet 

2 •> 

(B.) (4 A ~ 0)2) ^ + (3 A — 2 a 0)) (A + 2 a 0)) ^ 

+ 2(2ao)2 — o)A— 4aA)^+ 2 (o>2 — 2A) f^ 

be h 

+ 2 o> (A — 2 a o) - — 0)2 = 0, 

und stellt sie den die zu untersucbende Scbnittcurve auf die y z - Ebene 
projicirenden Cylinder, also in Verbindung mit der Gleicbung der Os- 
culationsebene des Punkts o> diese Scbnittcurve selbst dar. Um uber 
ibre Natur zu entscbeiden, bildet man die bekannte Determinante 

4A — 0)2, 2 a 0)2 — w A — 4 a A 

2aro)2 — ©A — 4aA, (3A — 2ao})(A + 2ao)) 

welcbe den einfacben Wertb 

V = — 4 A2 (©2 — 2 a o> + 4 a2 _ 3 ^) 

oder bei der friihern Bedeutung von A = a2 -|- ^52 

V = - 4 (a2 + ^2)2 . [-(g, _ c,)2 q: 3 |32-| 

annimmt; je nacbdem ibr Wertb positiv, Null oder negativ ausfallt, ist 
der zu untersucbende Kegelscbnitt eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel. 
In unserm Fall wird das Vorzeicben von \J bestimmt durcb den Factor 
(o — a) 2 + 3 |52^ welcben wir kurz mit A bezeicbnen wollen, und wird 
also die zu untersucbeude Scbnittcurve eine Hyperbel, Parabel oder 
Ellipse sein, je nacbdem 



V 



1) Vergl. Salmon, anal. Geom. d. Kegelschnitte. Deutsch v. Fiedler. 2. Aufl. 
Art. 316. pag. 367. 
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> 

A = (co—a)2 + 3/32 = 0. 

< 

Dieser Ansdruck kann fur das untere Vorzeicben, welches gilt, wenn 
die Curve 3 reelle unendlicb entfemte Punkte bat, wobei h = a'^ — jS^ 
ist^ als Summe zweier Quadrate nur positive Werthe annebmen und hat 
man daher den Satz: 

Die Tangentenflache einer cubischen Hyperbel wird von alien Os- 
culationsebenen derselben (welche zugleicb Tangentenbenen der 
Flache sind) in Hyperbeln gescbnitten. 
Bei der cubischen Ellipse, wo das obere Vorzeichen gilt, kommen alle 
drei Formen von Kegelscbnitten vor; bemerkenswerth sind die beiden 
Parabeln fur die durch Vergleichung von A mit Null sich ergebenden 
Werthe 

Q) = a + /5]K3; 

sie liegen in den Ebenen 

A- + 2a (3^ — 4a2) |__|.(3A— 4 a^Y - = (a + 3 jK3)3 
a h c : — 

welche, wie diese Gleichungen lehren, parallel sind' und werden ihre 
Projectionen auf die yz-Ebene dargestellt durcl^ die Gleichungen 

|| (^ ± « ^3) + ^ (« + /s ys) OS + « K3) r 

+ 2((J^— «2 + 2a/SK3)f-+2(j32 — «*+2ajS^^3)-— (« + (3^3)2 = 0. 

Da fur w = a in dem vorliegenden Fall A = — 3 jS^^ also negativ ist, 
so schneidet die zu diesem Parameter gehorige Osculationsebene die 
Tangentenflache in einer Ellipse und werden femer, da der Werth a 
zwischen den obigen Werth en cc + ^J/S liegt , auch fiir alle ubrigen zu 
zwischen den beiden letzteren liegenden Parameterwerthen gehorigen 
Punkte der Curve die betreffenden Schnitte gleichfalls EUipsen sein, fur 
alle ausserhalb der beiden Granzwerthe « + jS ^3 liegenden Parameter 
dagegen Hyperbeln. Man hat daher den Satz: 

Die cubische Ellipse hat zwei parallele Osculationsebenen , welche 
die Tangentenflache der Curve in Parabeln schneiden, wShrend 
alle iibrigen Osculationsebenen dieselbe in Ellipsen und Hyperbeln 
schneiden, und zwar diejenigen, welche zu zwischen den parallelen 
Osculationsebenen liegenden Curvenpunkten gehoren, in Ellipsen, 
die andern dagegen in Hyperbeln. 

Fur die cubisch-hyperbolische Parabel, bei welcher, wie wir oben ge- 
sehen, j3 = anzunehmen, sind nur positive Werthe von A moglich 
und verschwindet dasselbe fiir den Werth a> c= a, so dass also eine 
Ebene, die Osculationsebene des unendlicb entfernten Doppelpunkts der 
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- -^v y -r 



Curve, existirt, dereu Schnitt mit der Tangentenflache eine Parabel ist; 

welches Besultat wir als Satz nochmals besonders hervorheben : 

Die Osculationsebenen einer cubischen hyperbolischen Parabel 
schneiden die TaDgentenfl&cbe derselben sammtlich in Hyperbeln, 
mit Ausnabme der dem Berahrungspunkt der unendlich entfernten 
Ebene angehorigen, welche mit der FlSche eine Parabel ge- 
mein hat. 

Die Projection derselben auf die yz -Ebene hat die Gleichung 

und wird sie selbst demnach durch diese Gleichung in Verbindung mit der 

a h c 

ihrer Ebene dargestellt. 

Ehe wir zu den entsprechenden Untersuchungen fur die cubische 
Parabel iibergehen, wenden wir uns zur Betrachtung des geometrischen 
Orts der Mittelpunkte von den vorher behandelten Kegelschnitten , in 
welchen die Tangentenflache der Raumcurve 3. Ordnung von den Oscu- 
lationsebenen geschnitten wird, oder wie man kurzer sagen kann, der 
der Reciprokalflache eines cubischen Kegelschnitts eingeschriebenen 
ebenen Kegelschnitte. Es wurde schon frtiher bemerkt, dass dieser Ort 
ein Kegelschnitt ist und es lasst sich mit BUcksicht auf die vorher- 
gehenden Resultate die Natur desselben schon im Voraus erkennen; 
denn es muss derselbe bei der cubischen Ellipse, wo zwei Parabeln 
unter jenen Schnitten vorkommen, zwei unendlich entfernte Punkte 
haben, also eine Hyperbel sein, bei der cubischen hyperbolischen Pa- 
rabel dagegen, wo nur ein parabolischer Schnitt moglich ist, hat der Ort 
der Mittelpunkte nur einen unendlich entfernten Punkt, und ist dem- 
nach eine Parabel, bei der cubischen Hyperbel endlich, deren Tangen- 
tenflache nur in Hyperbeln geschnitten wird, ist er nothwendigerweise 
eine Ellipse. Es wird nicht iiberflilssig sein, diese Eesultate nochmals 
besonders analytisch herzuleiten, indem sich dabei noch einige andere 
nicht unmteressante Beziehungen ergeben. 

Wir bilden zu dem Ende die Coordinaten ^, i/, ^ des Mittelpunkts 
eines der durch die Gleichungen (A.) und (B.) dargestellten Kegelschnitte, 
welche die Tangentenflache mit den Osculationsebenen gemein hat, namlich 



(a) 2 A - = 3 « (2 a © — 3 A), 



a 



(b) 2 A ^ = 2 CO (w — a) — 3A, 

(c) 2 A - = CO — 4 a, 
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aus deueu sich dutch Elimination von o die Gleichangen 

h ^ +2a(3A — 4a2)l+ (3 ^ - 4 a^) 2 . ? + ^ (g a^ __ 9 ^) _ q. 
a c 

+ |l + 2a^— IJ. |2 (4a2 + 3^)l_16^j^3? _(8^2^3;^)|^0 

als den Ort sammtliclier Mittelpunkte darstellend ergeben; die letztere 
wird einfach erbalten als Resultante der Gleichungen (b) und (c), wali- 
rend sich die erstere durch Substitution der aus (b) und (c) zu ent- 
nehmenden Werthe von ©^ und co in (a) herleiten lasst; sie zeigt, dass 
die Ebene der Mittelpunkte den beiden oben bestimmten parallelen Os- 
culations eben en gleichfalls parallel ist und ausserdem von beiden gleich- 
weit absteht. Wird die andere nach vi und i geordnet, so nimmt sie 
die Form 

2 (4a2— ^) 1^ - 2 . 2 a (8 a2 -_ 6 A) l| + 2 [16 (a* - a2 A) + 3 A^)] ^ 
— (16 a2 _ 3 ^) ^ + 2 a (16 a2 _ 9 ^) 1 _|. g «2 _ ^ _ 

an und stellt eine Hyperbel, Parabel oder Ellipse dar, je nachdem die 

Grosse 

A - a2 = + ^2^ 

von welcher allein das Vorzeichen der Determinante : 

2 (4a2_ ;^)^ 2a(8ar2_5^) 

2a{Six'^--bh\ 2 [16 {a^ — a^ K) + 3 A^ 

abhSngt, positiv, Null, oder negativ ist. Mit EtLcksicht auf die Bedeu- 
tung der Grosse + /3^ in der Gleichung (4*) der Curve sehen wir dem- 
nach unsere vorigen Behauptungen bestatigt. Als Coordinaten X, F, Z 
des Mittelpunkts des eben untersuchten Kegelschnitts, worauf die Centra 
der iibrigen liegen, hat man 

X _ a (9^~ 8a^) ^ Y _ 3^ — 2«^ 
7 — 4 (^ — a2) ; J— 4(^_«2)? 

Z a 



= - 12 A2 (^ _ a^) 



c A{h-- cc^) ' 

ein Resultat, welches insofem bemerkt zu werden verdient, als, wie 
wir spater zeigen werden, durch eben diesen Punkt die 3 Osculations- 
ebenen von den Punkten hindurchgehn, in welchen die Ebene des Orts 
der Centra die Raumcurve 3. Ordnung, schneidet. 

Fur die cubische Ellipse hangt, wie oben nachgewiesen , die Gat- 
tung des Kegelschnitts, den eine ihrer Osculation sebenen mit der Tan- 
gentenflache gemein hat, von dem mit A bezeichneten Ausdruck ab ; es 
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< 

ist derseibe eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nacbdem A = 0. 

> 
Diese Grosse A ISsst sicb vermoge der Gleicbungen (b) und (c) durcb 

die Coordinaten i/, f der Mittelpunkte jener Kegelscbnitte ausdriicken; 

man findet namlich durcb Addition der Gleicbungen 

2Ar = 2«(w-«)-3A' 



— 2a.2A- = — 2aco + 4a2 

c 



-2 A=— [(« — «)'- 3/32] 



sofort 



A = 



|a l(.«' + n 



^_2«^_l l-2a^--l 



woraus man erkennt, dass das Vorzeichen von A nur von dem des Di- 

visors 7 2 a 1 abbangt. Dieser Divisor bat aber mit Null ver- 

b c 

glicben eine geometrisebe Bedeutung; es ist namlicb, wie sicb aus dem 

Friibern ergibt, 

b c 

a b c 

die Gleicbung einer Tangente des Kegelscbnitts , worauf die Centra 
liegen, und erbalt also die linke Seite von 

l_2«^-l=0 
b c 

positives oder negatives Vorzeicben, je nacbdem die Punkte % f auf der 
einen oder der andern Seite dieser Tangente liegen, d. b. dem einen 
oder dem andern Zweig jener Hyperbel angeboren. 

Man bat demnacb folgende Satze: 

Der geometrisebe Ort der Mittelpunkte sUmmtlicber Kegelscbnitte, 
welcbe der Tangentenflacbe einer cubiscben Ellipse eingescbrieben 
werden ^onnen, ist eine Hyperbel, und zwar geboren zu den bei- 
den unendlicb entfernten Punkten derselben die beiden einzigen 
unter jenen Kegels chnitten moglicben Parabeln, deren Ebenen mit 
derEbene jener Hyperbel parallel sind und gleich weit von ibr abstebn, 
wabrend ibre Acbsen offenbar den Asymptoten derselben bezuglicb 
parallel sind. Die Centra der byperboliscben Scbnitte jener Elacbe 
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liegen auf dem einen, die der elliptischen auf dem andern Zweige 
besagter Hyperbel. 

Die Mittelpunkte sammtlicher Kegelschnitte, welche der Tangen- 
tenflache einer cubischen Hyperbel sich einschreiben lassen, liegen 
auf einer Ellipse und kommen darunter keine vor, deren Ebenen 
parallel sind. 

Bei der hyperbolischen Parabel liegen die Mittelpunkte von alien 
ihrer Tangentenflache einschreibbaren Kegelschnitten auf einer Pa- 
rabel, deren Ebene mit der des einzigen parabolischen Schnittes 
der Flache zusammenfallt. 
Die cubische hyperbolische Parabel vermittelt, wie aus dem Vorher- 
gehenden zu ersehen, den Zusammenhang zwischen der cubischen Ellipse 
und Hyperbel in gleicher Weise, wie die ebene Parabel zwischen den gleicli- 
namigen ebenen Curven, sie ist, wie schon fruher bemerkt, der Granzfall, 
in welchen sowohl die cubische Hyperbel ubergeht, wenn zwei ihrer unend- 
lich entferntenPunkte zusammenf alien, als auch die cubische Ellipse, wenn 
die beiden parallelen Osculationsebenen derselben mit der Ebene des Orts 
der Centra sich vereinigen. Es wird geniigen, hier auf die Analogien, 
welche das im Vorstehenden untersuchte System von Kegelschnitten im 
Baume, die der Tangentenflache einer Baumcurve 3. Ordnung einge- 
schrieben sind, mit dem der einem Viereck umschriebenen Kegelschnitte 
in der Ebene darbietet, einfach hinzuweisen und tiber letzteres nur den 
Fundamentalsatz : 

Die Mittelpunkte aller durch dieselben 4 Punkte gehenden Kegel- 
schnitte liegen auf einem bestimmten Kegelschnitte 
zu erwahnen. 

Werden die Coordinaten 

a g)^ b 9 ' c (p 

eines Curvenpunkts in die Gleichung 

Ai + 2a(3A — 4a2)^ + (3 A — 4^2)2.^ + or (8 a^ _ 9 ^^ ^ q 

der Ebene der Centren der ihrer Tangentenflache einbeschriebenen 
Kegelschnitte eingesetzt, so ergeben sich als Wurzeln der daraus resul- 
tirenden cubischen Gleichung die Parameter der Punkte, in welchen 
diese Ebene von der Curve getroff'en wird; man erhalt auf diese Weise 
nach Weglassung des gemeinsamen Factors A = a^ Jh jJ^ 

(^ — a) [(-a- — a)2 + 9 ^2] _ Q^ 

woraus man ersieht, dass einer jener Punkte zum Parameter a gehort, 
wlihrend sich fur die beiden andern unter der Voraussetzung eines 
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positiven Vorzeichens von j3^ die beiden complexen Werthe 

. ^ = a + 3 /3 • J, 

dagegen fiir ein negatives jS^ die reellen Werthe 

= a ±3/5 

ergeben. .Diesbeweist die folgenden Satze: 

Die Ebene der Mittelpunkte aller der Tangentenflacbe einer cnbi- 
schen Ellipse eingescbriebenen Kegelscbnitte trifft die letztere nur in 
einem reellen Punkt 
nnd 

Die cubische Hyperbel bat mit der Ebene der Centren der ihrer 

TangentenflSche einscbreibbaren Kegelscbnitte immer 3 reelle Punkte 

gemein. 

Da fUr die beiden oben genannten Species von Raumcurven 3. Ord- 

nung unter den 3 Schnittpunkten der Ebene der Centra der in der 

Tangentenfliicbe moglicben Kegelscbnitte immer einer, dessen Parameter 

a ist, vorkommt, so ergibt sich jetzt ohne Weiteres der Sinn und die Be- 

recbtignng der im vorigen Capitel zur Vereinfacbung ibrer Gleichungen ge- 

machten Voraussetzung or == 0; man bat damit eben diesen Punkt zum 

Coordinatenanfang des dort ausfubrlicb er5rterten Systems gewablt. 

Bei der byperboliscben Parabel, wo jS^ = zu nebmen, reducirt' 
sich die vorige Bestimmungsgleicbung anf 

•und liefert daher 3 gleicbe Wertbe a fiir die Parameter der Scbnitt- 
punkte der Curve mit der Ebene der Centren. Man ersiebt daraus, dass 
die Curve aus der cubiscben Hyperbel entstebt, wenn ihre drei in 
der Ebene der Centren gelegenen Punkte sich vereinigen und dabei 
in unendlicbe Feme rucken; es ist jeddch der dreifacbe unendlich ent- 
fernte Punkt der Curve wohl zu unterscbeiden von dem der cubiscben 
Parabel, denn wabrend die letztere eine unendlicb entfernte Oscula- 
tionsebene bat, ist dies bei der byperboliscben Parabel nicbt der Fall, 
sie osculirt eine im endlicben Eaume gelegene Ebene, deren Gleicbung 

2 af + a^ a = 

a h c 

ist, in a, und bat man sicb die Sacbe so zu denken, dass in diesem 
Punkt a ein Curvenzweig und die ibn darin osculirende Ebene von 
einem andem durcbscbnitten wird. 

Wir verweilen bei den bis jetzt betracbteten drei Species nocb et- 
"was, um die Frage zu erledigen, ob unter den Scbnitten ibrer Tangen- 
tenilslcben durcb die Osculationsebenen aucb als Curven 2. Grades zu 
betracbtende Systeme von geraden Linien vorkommen kSnnen und bilden 
zu dem Ende die sogenannte Discriminante der Gleicbung (B), 
namlicb : 

6 
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4A — 00^, 2 a 00 — 00 A — 4 a A, co^ — 2h 

2ofoo^ — coA — 4ofA, (3 A — 2a w) (A + 2aa>),co(A — 2a oo) 
I o^ — 2A, 00 (A — 2c co), — oo^ 

welche den einfachen Werth 

— 12 A 4 (4 A — 0)2) 

annimmt; wird derselbe gleich Null, so zerffillt der durch die Gleichung 
(B) dargestellte Kegelschnitt in das System zweier sich schneidender 
(reeller oder imaginarer) Geraden. Dasselbe gilt dann aucli von dem 
in der Osculationsebene (A) gelegenen Kegelschnitt, dessen Projection 
auf die FZ-Ebene der erstere ist. Vergleicht man den Werth der 
Discriminante mit Null, so kann die hierdurch resnltirende Gleichung 
nur befriedigt werden, wenn 

4 A — ©2 =r. 

wird, woraus sich co = + 2 ^A als zu den beiden betreffenden Oscnla- 
tionsebenen gehorige Parameterwerthe ergeben. Da nun ftir die cubische 
Ellipse A = a2+ jS^, also immer positiv ist, so erkennt man, dass fiir 
dieselbe immer zwei derartige Osculationsebenen existiren, wahrend bei 
der cubischen Hyperbel , wo k = a'^ — jS^, auch der Fall moglich ist, 
dass der Werth von A negativ ausfSllt, also keine derartigen reellen 
Schnitte der Tangentenflache vorhanden sind. 

Es bleibt uns noch in der seither verfolgten Richtung die cubische 
Parabel zu untersuchen; wir bilden mit Hilfe der Gleichung von zweien 
ihrer Osculationsebenen 

a c 

a c 

durch Elimination des x aus denselben, wie oben, die Projection einer 
Tangente des zu untersuchenden Kegelschnittes auf die FZ-Ebene, 
namlich : 

3 V- — 3 (^ + «) - + (^2 + CO -d- + 0)2) = 0, 
c 

oder nach d" geordnet 

^2_o(3f._ co) + is ("l-— o-^) + ©2 1=0 

und erhalten durch Gleichsetzen der Determinante dieser Gleichung mit 
Null die von dieser Tangente umhuUte Curve, d. h. die Projection des 
gesuchten Kegelschnitts auf der FZ-Ebene dargestellt durch 
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Diese Gleichung nimmt bei Beziehung auf ein neues Coordinatensystem ; 

r=3- — = 0: Z = s(^—G)-)+G)^ = 0, 
c \h c J 

' die Form 

an nnd gibt sich damit sofort als Parabel zu erkennen; man hat daher 
den Satz: 

Die Tangentenflacbe einer cubiscben Parabel wird von sammtlichen 
Osculationsebenen der Curve in Parabeln gescbnitten, 

so dass also fur diese Curve der bei den andern Arten von cubiscben Kegel- 
scbnitten so bemerkenswerthe Ort der Centra der in der Tangentenflacbe 
gelegenen Kegelscbnitte durcb sein EntrtLcktwerden in unendliche Feme 
sicb unserer Betrachtung entziebt. Von den in der Tangentenflacbe 
der cubiscben Parabel moglicben Parabeln reducirt sicb die in der un- 
endlicb entfernten Osculationsebene gelegene auf eine als doppelt zu 
recbnende Gerade, nSmlicb die beiden in jener Ebene gelegenen zu- 
sammenfallenden Tangenten der Curve. 

Aus den bisberigen Satzen ersiebt man, dass es ebenso einfacb moglicb 
ist, Modelle der Tangentenflacbe fur die . einzelnen 4 Species von cubi- 
scben Kegelscbnitten zu erbalten, wie aus den Betracbtungen des vo- 
rigen Capitels die Zeicbnung der Curven selbst sicb darbot. 

Der am Scbluss des dritten Capitels bewiesene Satz, dass eine Sehne 
einer Raumcurve 3. Ordnung, welcbe durcb die Schnittlinie der Oscula- 
tionsebene eines Punkts or mit der Ebene, welcbe die Curve in j3 tangirt 
und zugleicb in or scbneidet, bindurcbgebt, aucb von der Scbnittlinie der 
Osculationsebene an j3 mit der in a bertibrenden und zugleicb durcb ^ 
gebenden Ebene getroffen wird, und dass die beiden Punkte, welcbe sie 
mit den eben genannten Geraden gemein bat, barmoniscbe sind zu ibren 
Scbnittpunkten mit der Curve, gibt Veranlassung zu mebreren interes- 
santen Satzen fur die einzelnen Gattungen von cubiscben Kegelscbnitten, 
wenn man die eine jener beiden Geraden in's Unendlicbe rucken lasst, 
indem dann die barmoniscbe Tbeilung der Sebne in eine Halbirung der- 
selben durcb die andere dieser Geraden iibergebt, wesbalb wir die letztere 
als geometrischen Ort der Mittelpunkte einer Scbaar von Sebnen ge- 
wissermassen als einenDurcbmesser des cubiscben Kegelscbnitts bezeichnen 
konnen. 

Man erkennt obne weiteres, dass bei der cubiscben Parabel, welcbe 
eine unendlicb entfernte Osculationsebene besitzt, fiir jeden ibrer Punkte 
zwei Gerade von der zuletzt angegebenen Bescbaffenbeit moglicb sind, 
indem die unendlicb entfernte von ibnen erbalten wird als Scbnitt der 
unendlicb entfernten Osculationsebene mit der Ebene 
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b c 

welche durch den unendlich entfernten Curvenpunkt geht nnd in O die 
Curve beriihrt, wJihrend der zugehorige Durchmesser der cubischen 
Parabel, als Scbnitt der in -9" osculirenden Ebene mit der durch %' gehen- ' 
den und im unendlich entfernten Punkt der Curve tangirenden Ebene, 
reprasentirt wird durch 

-— ^^T + ^ ^^ i_^3^0;- — 0= 0. 
a h c c 

Es ergibt eich hieraus, dass durch jeden Punkt der Parabel ein Durch- 
messer moglich ist, sowie dass die von ihm halbirten Sehnen sammtlich der 
durch den Schnittpunkt des Durchmessers mit der Curve gehenden zu den 
Seiten des die Curve enthaltenden parabolischen Cylinders parallelen 
Tangentenebene der Curve parallel sind, und lehrt insbesondere die 

z 

Gleichung -d" = 0, dass alle Durchmesser einer bestimmten Ebene 

c 

parallel sind, welche die Eichtung der unendlich entfernten Tangente 
enthalt, was wir alles nochmals in folgenden Satz zusammenfassen : 

Durch jeden Punkt einer cubischen Parabel giebt es eine beriih- 
rende Ebene, die zu den Seiten des durch die Curve moglichen 
Cylinders parallel ist; jede zu dieser Ebene parallele Sehne der 
Curve wird halbirt von einer Geraden, sogenanntem Durchmesser, 
welche die Schnittlinie der Osculationsebene jenes Punkts mit der 
durch ihn gehenden und die Curve in ihrem unendlich entfernten 
Punkt beriihrenden Ebene ist. Durch jeden Punkt der cubischen 
Parabel geht daher ein Durchmesser und sind alle Durchmesser 
einer bestimmten Ebene parallel. 

Was die iibrigen Arten , welche keine unendlich entfernte Osculations- 
ebene besitzen, anbetrifft, so steht zunachst fest, dass die in Betracht 
kommende unendlich entfernte Gerade jedenfalls der Scbnitt der Oscu- 
lationsebene eines unendlich entfernten Curvenpunkts mit einer dazu 
parallelen Tangentenebene sein muss. Betrachten wir zuerst die cubische 
Hyperbel, so ist fur die friiher gefundene einfachste Gleichung derselben 

x_ ^3 y__ ^'^ z_ 

die einer Osculationsebene im Punkt co 

a • c 

woraus sich fiir ca = /3 

a b c 
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als solche des einen unendlich entfemten Curvenpunkts jS ergibt. Die 
Gleichung einer durch ihn gehenden und in © beriihrenden Ebene ist 

■V. 

soil dieselbe zu der eben genannten Osculationsebene parallel sein, 
so muss 

|5 : ^2 + |32 _ 2 O /S : -^2 |3 + 2 ^2 ^ = 1 : 4 ^ : 3 j52 

sein, was fur den Wertb ^ = — 3 j3, wobei die Gleicbung der letztern 
Ebene in 

-^_4^.|^+ 3/32.-- + 9^ = 
a ^ b ^ c 

iibergebt, der Fall ist. Dieser Wertb ^ = — 3 |S gebort, wie wir frilber 
geseben, zu einem der drei reellen Punkte, welcbe die cubiscbe Hyper- 
bel mit der Ebene der Centra der in ibrer Tangentenflacbe moglicben 
Kegelscbnitte gemein bat; zu ibm gebort also ein Durcbmesser. Gleicbes 
gilt selbstverstandlicb aucb fiir die beiden andern unendlicb entfernten 
Curvenpunkte und die entsprecbenden 2 Scbnittpunkte der Curve mit 
der Ebene der Centren; wir baben daber den Satz: 

Die cubiscbe Hyperbel bat drei Durcbmesser, welcbe durcb die 
der Curve mit der Ebene der Centra der in ibrer Tangenten- 
flacbe moglicben Kegelscbnitte gemeinsamen Punkte geben. Die 
von einem derselben balbirten Sebnen sind parallel der in dem 
betreffenden Punkt die Curve berubrenden EbenOj welcbe zugleicb 
einen der unendlicb entfernten Curvenpunkte entbalt, also den 
Seiten des resp. durcb die Curve moglicben Cylinders parallel ist. 
Bei der cubiscben Ellipse werden 2 der unendlicb entfernten Punkte, 
sowie zwei von ibren Durcbscbnittspunkten mit der Ebene der Centren 
imaginar und bleibt daber nur fiir den dritten reellen ein Durcbmesser 
besteben. Was scbliesslicb die Durcbmesser der byperboliscben Parabel 
betrifft, so fallen dieselben ins Unendlicbe, indem, wie frilber gezeigt, 
die Ebene der Centra mit der Curve den unendlicb entfernten Punkt 
gemein bat. 



Siebentes Capitel. 

Bereits im ersten Capitel wurde angegeben, dass die Raumcurve 
3. Ordnung auftritt als partieller Scbnitt von 2 geradlinigen Flacben 
2. Ordnung, welcbe ausser ibr nocb eine Gerade gemein baben; man 
wird bierdurcb auf die Untersucbung bingeftibrt, in welcher Beziebung 
die Curve zu einer sie entbaltenden Flacbe 2. Ordnung stebe. Da 
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aus der Gleichung des cubischen Kegelschnitts sich nnmittelbar die 
Gleichungen 

von zwei Kegeln zweiten Grades und die 

eines einfachen Hyperboloids ergeben, welche die Curve entbalten, so lasst 
sich durch Addition dieser mit constanten Factoren versehenen Gleichungen 
leicht die irgend einer durch sie hindurchgehenden Flaclie 2. Ordnung 
bilden; sie ist 

(1) I [U^^ - U, FJ + ,1 [V^^ - U, F3] + V [Z7o £^3 - U, U^] = 0. 
Schreibt man dieselbe 

[v Vo-(i U,] [vU^-^l V^-] + [XU,^v U^] [v V, - ft (/J ==0, 

so lehrt ihre Form, dass die Flache im AUgemeinen ein Hyperboloid 
mit einer Mantelflslche ist, und lasst unmittelbar 

(2) V ^0 — f* ^1 + ^ [^ ^1 — '^'^2] =^; vU^—^iU^ + l [vr/j — X[7J = 
als Gleichungen irgend einer Geraden der einen Erzeugung und 

(3) v[7o — ft^/'i + w [vl/'i— 1*[72]=0; IV^—vV^ + mlv U^ — XU^ = () 

als solche von einer der andern erkennen. Dieses Hyperboloid kann 
sich in besondern Fallen auch auf einen Kegel 2. Ordnung, ein para- 
bolisches Hyperboloid u. s. w. reduciren. Die in der Gleichung des- 
selben vorkommenden zwei unabhangigen Constanten X : |x : v lassen sich 
durch verschiedene Bedingungen bestimmen, etwa dass die FlSche durch 
zwei Punkte ausserhalb des cubischen Kegelschnitts gehen soil, oder 
aber eine ihn schneidende Gerade enthalten soil, oder durch zwei Se- 
canten der Curve geht, oder endlich durch eine Secante und einen be- 
liebigen Punkt des Kaums. Wir wollen uns nicht bei Aufstellung der 
hierher gehorigen Gleichungen aufhalten, sondern bilden nur wegen 
einer spatern Anwendung die 

[(^0 + *l) - (*2 + ^3)] [Pi' - V, V^] 

+ [^0 ^1 (^2 +^3) - ■»2 ^3 (*0 + *l)] [^^2' — ^l ^Zi 

+ [^« *1 - ^2 ^3] [Oo V^ - U, U^] = 

von dem Hyperboloid, welches die die beiden Curvenpuukte Oq, d-^j 
resp, ^2^ '^3 verbindenden Sehnen enthalt und erwahnen, dass die 

{U, — k V{) iU^ -kU,) — (O2 - h U,) {U^ — kU,)=0 

von einem Hyperboloid, welches ausser durch die Curve auch noch durch 
die sie im Punkt '9" schneidende Gerade 

Uo — d'U^-h{U^ — d-V2) = 0] U^—^U^^k (JJ^ — ^ ^3) = 

geht, bei einer andern Gelegenheit schon gefunden wurde. Da bekannt- 
lich zur vollkommenen Bestimmung einer FlSche zweiten Grades 9 Punkte, 
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resp. gleichwerthige Bedingungen erforderlichsind, so erkenntman, dass die 
Fordernng, es soUe dieselbe durch einen gegebenen cubischen Kegel- 
schnitt hindurchgehen, mit 6 gegebenen Punkten gleicbbedeutend ist, in- 
dem die hierdurch schon nothwendig gewordene Natur der Flache als 
einer geradlinigen eine Bedingung ersetzt. 

Setzt man die fiir Punkte der Curve giltigen Werthe 

Uq: U^: U^i U^ = d-^:&'^ :&:1 

in die Gleichungen (2) einer Erzeugenden aus der einen Schaar des 
durch die Gleichung (1) reprasentirten Hyperboloids, so werden dieselben 

^ Iv &^ — (I & + I {I & -- v)\ = 0', v&^ — ti^ + lil^ — v)=0 

und liefern zwei (reelle oder imaginare) beide befriedigenden Werthe 
von '9', d. h. jede dem durch die Gleichung (2) bestimmten System 
angehorige Erzeugende wird von dem cubischen Kegelschnitt in zwei 
Punkten getroffen. Substituirt man dagegen die obigen Werthe in die 
Gleichungen (3), so werden letztere 

{vd- — (i) {d- + m) = 0; {X^— v) {d' + m) = 

und geben nur einen gemeinsamen Werth fiir -d"; d. h. jede Gerade 
aus der Schaar (3) wird von der Curve nur in einem Punkt getroffen. 
Bildet man die Bedingung 

unter welcher der Ausdruck 

V ^^ — fi d- + I {I & — v) 

ein voUstandiges Quadrat wird, also mit Null verglichen gleiche Werthe 
von ^ giebt, so erkennt man daraus, dass jene Bedingungsgleichung in 
Bezug auf / quadratisch ist, dass unter den Erzeugenden der Schaar 
(2) nur zwei Tangenten des cubischen Kegelschnitts vorkommen konnen. 
Man zieht hieraus folgende Satze: 

Jeder auf einem einfachen Hyperboloid verzeichnete cubische Kegel- 
schnitt begegnet alien geradlinigen Erzeugenden der Flache, welche 
dem einen System angehoren, in 2 Punkten, alien des andern 
Systems nur in einem; unter denen der ersten Schaar befinden 
sich zwei Tangenten der Curve. 

Wird durch einen cubischen Kegelschnitt und eine mit ihm einen 
Punkt gemein habende Gerade ein Hyperboloid gelegt, so hat jede 
diese Gerade schneidende Erzeugende des Hyperboloids mit der Curve 
2 Punkte gemein, 

deren letzterer sich unmittelbar aus der Vergleichung der oben angege- 
benen Gleichung der FlSche mit den Gleichungen (1), (2) und (3) 
ergibt. 

Nimmt man an, ^^ und ^2 i^eien zwei aus der Gleichung 
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sich ergebende Weithe von '9', so folgt aus den bekannten Belationen 
zwischen den Coefficienten einer Gleichung und ihren Wurzeln 

v{^^ + &^) = li — n; vO, 02 = — /, 

aus denen durch Elimination von / sich 

V (^^ + ^2) — ^ ^ "^1 ^2 — <* = ^ 
ergibt, eine Gleichung, die, wie im zweiten Capitel auseinandergesetzt, 
ausdrtickt, dass die Punkte, in welcben der cubiscbe Kegelschnitt die 
Geraden des Systems (2) trifft, in Involution sind. Daraus folgt: 

Legt man durch die beiden Punkte, in welchen die Geraden der 
einen Schaar eines Hyperboloids von einer auf demselben ver- 
zeichneten Raumcurve 3. Ordnung getroffen werden, und durch 
eine beliebige Sehne der letztern Ebenen, so bilden dieselben ein 
involutorisches Ebenenbuschel , dessen Doppelebenen durch die 
beiden unter den Geraden jener Schaar befindlichen Tangenten 
bestimmt sind, 
und umgekehrt: 

Legt man durch irgend eine Sehne einer Raumcurve 3. Ordnung 
ein involutorisches Ebenenbuschel, so liegen die Verbindungslinien 
der Punkte, worin entsprechende Ebenen des BiLschels von der 
Curve getroffen werden, auf einem einfachen Hyperboloid. 

Es treffen ntimlich entsprechende Ebenen des Btischels die Curve in 
Punkten d'^ und '9' 2, zwischen denen in Folge der vorausgesetzten In- 
volution eine Gleichung von der Form 

besteht; eliminirt man nun aus derselben und den Gleichungen 

— i/i(0i+02) + 01^2^^2+^0=0; -£^2(^1 + ^2) + ^1^2 ^3+ ^1=0 

der die betreffenden Punkte verbindenden Sehne die Grossen O^ + Oj 
und Oj ^2, so erhalt man 



Z7,, U„ F„ 
— a, hy c 



= 0, 



ein Resultat, welches der Form nach mit der Gleichung (1) uberein- 
stimmt, also ein durch die Curve gehendes Hyperboloid repr^sentirt. 

Durch Combination des vorletzten Satzes mit der friiher gefundenen 
Eigenschaft cubischer Kegelschnitte, dass die Verbindungslinien von den 
Punkten, in welchen ein solcher von den durch eine ihn in einem Punkt 
schneidende Gerade gelegte Ebenen getroffen wird, ein einfaches Hyper- 
boloid erzeugen, erhalt man den folgenden: 

Legt man durch eine einen Punkt mit einer Raumcurve 3. Ord- 
nung gemein habende Gerade beliebige Ebenen, so sind die Punkt- 
paare, in welchen dieselben die Curve nochmals treffen, in Invo- 
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lution, d. h. die durch dieselben und eine beliebige Sebne der 
Curve gelegten Ebenen bilden ein inyolutoriscbes Bdscbel, 
aus dem sicb leicht ein fruher iiber die Scbnittpunkte einer Raumcurve 
3. Ordnnng mit einem beliebigen Kegel gefundenes Resultat berleiten 
lasst und welcber das Analogon ist za dem bekannten Satz aus der 
Geometrie der Kegels cbnitte : 

Wenn mehrere Sehnen eines Kegelscbnitts durcb denselben Punkt 
gehen, so sind die Paare von Geraden, die einen beliebigen Pnnkt 
des Kegelscbnitts mit den Endpankten jeder Sebne verbinden, in 
Involution. 
Bilden wir die Gleichungen 

^ IW - Uo ^2] + ^ [^2' - ^i ^3] + ^ [^0 ^3 - ^1 ^2] = 0, 
^1 [^1' - ^0 f^] +i^i [^2'- ^1 ^3] + ^1 [^0 U, - U, U,] = 
von zwei beliebigen durch denselben cubischen Kegelscbnitt gebendeu 
Hyperboloiden, so erkennen wir daraus, dass beide Gleicbungen befrie- 
digt werden durcb 

V Uq — fi Ui + l {kU^ — V ?72)=0; V U^-^fiU^ — l {vU.^ — XU^) = 0, 
worin 



1 = 



X v^ — X^v 



zu setzen, dass zwei denselben cubiscben Kegelscbnitt entbaltende Hy- 
perboloide sicb notbwendigerweise ausserdem nocb in einer Geraden 
f^cbneiden. Die Gleichung dieser gemeinsamen Geraden wird fiir den 
angegebenen Wertb von I 

{X v^ — X^ v) Uq + {X^(i — ^j X) Ui + (fi^v — fi Vj) U^ = 0; 

(;i vj — x^ v) u^ + {x^(i — ft, ;) U2 + {(i^ V — (I vj) u^ = o 

und zeigt, dass dieselbe eine reelle oder ideelle Sebne der Curve ist. 
Aus dieser Eigenscbaft erhalt man durch Zuhulfenehmen frtiherer Satze 
obne weiteres den folgenden: 

Eine Raumcurve 3. Ordnung, in welcber sicb zwei eine gemein- 
same Erzeugende habende Hyperboloide schneiden, trifft alle Ge- 
raden des Systems, dem jene Gerade angebort, auf beiden Hyper- 
boloiden in zwei Punkten , alle Geraden aus dem andern System 
dagegen nur in einem. 
Man erkennt bieraus, dass, wenn eine Raumcurve 4. Ordnung vertreten 
werden soil durcb eine solcbe von der dritten Ordnung und eine Ge- 
rade, die letztere eine Sebne derselben sein muss. 

Wir wenden uns nun zur Betracbtung von mebr als 2 denaelben 
cubiscben Kegelscbnitt entbaltenden Hyperboloiden; nehmen wir auf 
der Curve 6 Punkte '8'j, ^2 ' - • ^& willkiirlicb an, so bestimmen 
fiie darauf ein unebenes Sechseck und woUen wir durch die Curve 
und je zwei Gegenseiten desselben Hyperboloide legen, Folgen die 
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Eckpunkte des Sechsecks der Ordnang der natiUrlichen Zahlenreihe noch 
aufeinander, so sind die Gleicbungen der 3 m5glichen Hjperboloide 
folgende : 

(I) [{», + *j) - {9, + »,)] [ V^^ - U, U,] 

+ [<^l *2 (^4 + *5) - *4 *6 (*1 + ^2)] W - ^1 ^3] 
+ [^1 »2 - »i ^5] [Po U3 - ^1 ^2] = 0, 

(II) [(O, + ^3) - (^, + *,)] [U^ - U„ F,] 

+ [^2 ^3 (^5 + *6) - ^5 »« (»2 + *3)1 [^^2^ " '^•l ^sl 
-i- [^j O3 - &, OJ [ir, F3 - I7i Pj] = 0, 

(III) [(^3 + &,) - (^6 + d,)] E^l' - ^0 ^2] 

+ C*3 ^4 (^d + ^t) - *6 *1 (^3 + ^4)] [^2' - ^1 ^S] 
+ [^3 9, - &, ^ J [V, Os -V,V^= 0. 

Da nun 

(*3 - *«) X (I) + {&, - »,) X (n) + (O5 - »,) X (III) = 

ist, so folgt, dass die 3 Hyperboloide sicb in deiselben Geraden schnei- 
den; ein Hesultat, welcbes das scbon frtiber in Aussicbt genommene 
raumlicbe Analogon des PascaVscben Satzes fiir den cubiscben Kegel - 
schnitt ist und das wir dessbalb als Satz nocbmals besonders bervor- 
beben : 

Die drei Hyperboloide, welche durcb einen cubiscben Kegelscbnitt 
und je ein Paar Gegenseiten eines demselben eingescbriebenen 
Secbsecks geben, scbneiden sicb in einer und derselben Geraden, 
einer reellen oder ideellen Sebne des cubiscben Kegelscbnitts, 
Dieselbe soil Characteristik des Sechsecks genannt werden und bat die 
Gleicbungen 

I UQ — m U^ + n U2 = 0] I U^ — m U^-h n U^ = 0, 
worin 

/ 5= ^ ^ «9'2 Oj "^3 + 'O'.g ^ ^ ^^ •O'g -f- -^g <0'g Og -^j, 

m = ^^ '^2 (^4 + ^5) -'^2 ^3 (^5 + ^6) +^3^4 (^6 + ^l)-^4^5 (^1 + ^2) 
+ ^5 ^6 (^2 + ^3) - ^6 ^1 (^3 + ^4)» 

n = -a-j ^2 -^3 "^4 "^2 "^3 ^^4 "^5 + '^3 "^4 ^5 '^6 "~ ^^4 ^b ^b ^i 

+ ^b '^6 '^1 '^2 "~ '^6 "^1 "^2 ^S 

zu setzen sind. Um zunScbst kurz auf einige weitere Analogien zwischen ^ 
dem PascaVscben Secbseck und der eben bescbriebenen Raumfigur bin- 
zuweisen, bemerken wir, dass aus den gegebenen 6 Punkten je nacb 
der gewablten Aufeinanderfolge 60 verschiedene Sechsecke moglicb sind, 
deren jedes seine 3 Hyperboloide und seine Cbaracteristik besitzt; es 
liegen dann auf jedem dieser Hyperboloide 4 Cbaracteristiken, welcbe zu 
den Secbsecken geb5ren, die ein Paar gemeinsame Gegenseiten baben, 
wie z. B. die folgenden 

(12 3 4 6 6), (126453), (123646), (126543), 
deren Cbaracteristiken auf dem durcb die Sebnen 1 2 und 4 5 gebenden 
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Hyperboloide liegen. Da nun jede Characteristik 3 Hyperboloiden ge- 

mein ist, so giebt es im Ganzen — j — = 45 durch je 2 Gegenseiten 

der von den 6 Punkten bestimmten Sechsecke mogliche Hyperboloide. 
Obne auf die Lage der Characteristiken auf den betrefPenden Hyper- 
boloiden und dergL weiter einzugehen, benutzen wir den obigen Satz 
znr Vervollstandigung und Erweiterung eines im dritten Capitel gefun- 
denen auf das einem cubiscben Eegelscbnitt eingescbriebene unebene 
Siebeneck beziiglicben Theorems. Die in dem vorbergebenden Satz 
vorkommenden 3 Hyperboloide kann man namlicb entstanden denken 
durch 3 Paare von projectivischen Ebenenbiischeln mit je 2 Gegenseiten 
des auf der Curve gelegenen unebenen Sechsecks als Achsen, deren pro- 
jectivische Beziebung in der Weise hergestellt wird, dass die entsprechen- 
den Ebenen eines jeden Paars durch einen die Curve 3. Ordnung durch- 
laufenden Punkt (7) hindurchgehen. Hierdurch entsteht dann fur jede 
Lage dieses letztern in Bezug auf die sechs erstem Punkte die im 
dritten Capitel als Analogon des Pascal'schen Sechsecks fiir ein auf 
einer Curve 3. Ordnung gelegenes Siebeneck beschriebene Raumfigur, 
deren Eigenschaften der ebendaselbst in mehrfachem Ausdruck gegebene 
Satz ausspricht und den wir jetzt dahin erweitern, dass fiir jede belie- 
bige Lage des Punkts (7) auf der Curve die datin vorkommende Ebene, 
in welcher die Schnittlinien der Ebenen 712, 745; 72 3, 756; 
7 3 4, 7 6 1 liegen, durch die bestimmte Gerade, welche wir als die 
Characteristik /des Sechsecks bezeichnet haben, hindurchgeht; also: 

Legt man durch die Seiten eines auf einem cubiscben Kegelschnitt 
gelegenen unebenen Sechsecks und einen beliebigen siebenten 
Punkt der Curve Ebenen, so treffen letztere die Gegenseiten des 
Sechsecks in Punkten, die auf einer Ebene liegen, welche immer 
durch den siebenten Punkt und eine bestimmte Gerade (Characte- 
ristik des Sechsecks), die eine reelle oder ideelle Sehne der Curve 
ist, hindurchgeht, wo auch dieser Punkt auf der Curve liegen mag. 
Wir beschaftigen uns, ehe wir zur Betrachtung einiger anderen cu- 
bische Kegelschnitte enthaltenden FlMchen ubergehn, noch zunachst mit 
der Frage, ob unter den durch eine Raumcurve 3. Ordnung moglichen 
FlSchen zweiten Grades auch RotationsflEchen vorkommen. Die Be- 
dingungen, dass die aligemeine Gleichung einer PlSche 2. Ordnung 

+ 2 a^^x + 2 a^gy + 2 ^23 ^ + «33 = ^ 
eine Rotationsflache reprasentirt, sind bekanntlich: 

^01*^02 ,, ^0 1 ^12 « ^02 ^1 2 



(Iqq — ^11 ~~ ■""" ^22 

^12 ^02 ^01 

also im Ganzen zwei und konnen daher fiir die Gleichung 
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einesdurch die Raumcurve 3, Ordnung 

Uq : (7j : U2' Z/g = ©^ : ©^ : CO : 1 
gelegten Hyperboloids , weil dieselbe zwei willkiirliche Constanten 

— , mit sich fiihrt, befriedigt werden. Auf die wirkliche Bildung dieser 

beiden Bedingungen aus den Coefficienten der vorstehenden Gleichang 
des Hyperboloids, nachdem dieselbe nach Potenzeu von a:, y, 2 geord- 

net worden, sowie die Bestimmung derWerthe von ^ und — einzugeben, 

wiire zu weitlaafig nnd mussen wir dessbalb die Bestimmung der Anzabl 
und Lage der durch die einzelnen Arten von cubiscben Kegelscbnitten 
moglichen Rotationsbyperboloide von einem andern Gesicbtspunkt aus 
aufnebmen. Bemerkt zu werden verdient, dass die in der eben ange- 
deuteten Weise bergestellten zwei Bedingungsgleicbungen in Folge der 
eigentbtimlicben Zusammensetzung der Grossen Aqq, a^^ .... aus den 
Coefficienten aQ,&Q....aj,6j.... der linearen Ausdriicke V,^^ U^^ U^, 

U^ sicb in Bezug auf ^, — bis zum zweiten Grad reduciren und dass 

daber die Aufgabe im Allgemeiuen vier Losungen zulasst, die, wie wir 
sogleicb seben werden, fur die cubiscbe Hyperbel sammtlicb re ell sind, 
wabrend sie ftir die drei tibrigen Species tbeil weise zusammenfallen, 
tbeilweise imaginar werden. 

Eine RotationsflScbe 2. Ordnung hat mit einer Kugel eine doppelte 
Beruhrung in unendlicber Entfemung, d. b. ihre Scbnittcurve mit der 
unendlicb entfernten Ebene hat einen doppelten Contact mit dem in 
derselben Ebene gelegenen Kugelkreis. Da nun alle durch einen cu- 
biscben Kegelscbnitt gehenden Flacben 2. Ordnung die unendlicb ent- 
fernte Ebene in Kegelscbnitten, welche durch die 3 unendlicb entfern- 
ten Curvenpunkte geben, schneiden, so bat man aus ibnen nur die zu 
bestimmen, welcbe zugleicb mit dem in jener Ebene gelegenen imagi- 
naren Kreis einen doppelten Contact haben, was sofort gescbeben kann, 
wenn man die Losung der allgemeinen Aufgabe kennt, wie viel Kegel- 
schnitte sich construiren lassen durch 3 gegebene Punkte, die einen ge- 
gebenen Kegelscbnitt doppelt beriibren und wenn man weiss, wie die 
betrefPenden Benihrungssebnen liegen. 

Zu dem Ende iiberlegen wir Folgendes: das System der durch 4 
Basispunkte gehenden Kegelscbnitt e bestimmt auf jeder Trans versalen 
eine involutorische Punktreibe und gilt dasselbe auch fur ein System 
von einander in denselben zwei Punkten doppelt bertibrenden Kegel- 
scbnitten, was aus dem Vorigen bervorgebt, wenn je 2 der 4 Basispunkte 
zusammenfallen; es wird bei dem letztern einer der Doppelpunkte der 
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Involution auf der Berdhrnngssehne liegen, well dieselbe als dop- 
pelte Gerade anch nnter die Kegelschnitte des Systems zu rechnen ist. 
Hieraus folgt dann nmgekehrt, wenn durch zwei Punkte, sund^^, ein 
Kegelschnitt gelegt werden soil, der einen gegebenen andern Kegel- 
schnitt C doppelt beriibrt, dass die Beriibrangssebne jedenfalls durch 
den einen oder den andern von den Doppelpunkten a und a j der durch 
die Punkte s s^^ I l^ bestimmten Involution geht, wobei / und /j die 
Schnittpunkte der Geraden s s j mit dem Kegelschnitt C bedeuten. Diese 
Doppelpunkte und daher auch die betreffenden Bertihrungssehnen sind 
reell, so lange von den die Involution bestimmenden Punktpaaren 5, s^ 
und ly /j, das eine das- andere ein-, resp. ausschliesst, d. h. also die 
Punkte s und s^ innerhalb oder ausserhalb des Kegelschnitts C liegen. 
Soil der doppelt beruhrende Kegelschnitt auch noch einen dritten Punkt 
$2 enthalten, so gilt fur die Doppelpunkte b und ftj der Involution 
5, 5.2? ^> ^2 (^^ ^ ^^^ ^2 ^^^ Schnittpunkte der Geraden s $2 mit 
dem Kegelschnitt C bedeuten) ganz dasselbe und ist die Berlihrungs- 
sehne daher eine von den Geraden a 6, aftj, aj6,aj&j, wobei man 
ohne weiteres erkennt, dass, wenn a b und a^ bi sich in c, a b^ und 
a^ b sich in c^ schneiden, c und c^ die Doppelpunkte der auf der Ge- 
raden 5 1 5 2 durch ihre Schnittpunkte n und n^ mit dem Kegelschnitt C 
und die Punkte s^ und ^2 selbst bestimmten Involution sind. Hieraus 
folgt dann, wenn ein Kegelschnitt durch 3 Punkte s^ 5^, $2 beschrieben 
werden soil, der einen gegebenen Kegelschnitt C doppelt bertihrt, dass 
vier derAufgabe gentigende existiren, sowie dass die Bertihrungssehnen 
ein voUstandiges Vierseit bilden, worin die Geraden $ Sj, s Sj? ^i ^2 
Diagonalen sind. 

Bevor wir dieses Eesultat ftir unsern Fall verwerthen, mussen wir 
einige specielle Voraussetzungen berucksichtigen, welche in Betreff der 
Punkte Sy ^j, $2 moglich sind. Sind zunachst dieselben alle 3 reell und 
liegen sSmmtlich innerhalb oder ausserhalb des P^egelschnitts C, was im- 
mer der Fall ist, wenn dieser imaginar ist, so sind alle 4 Bertihrungs- 
sehnen reell und hat demnach die Aufgabe 4 Losungen. Werden zwei 
von den Punkten, etwa s^ und ^j, imaginar, so werden die Doppel- 
punkte a, a^y by ^i gleichfalls imaginllr und daher auch die sie mit den 
reellen Punkten c und c^ verbindenden Geraden, und es bleiben als 
reelle Bertihrungssehnen nur a b^ und «j 6, so dass also nur 2 Losungen 
der Aufgabe existiren. Lasst man weiter die Punkte s^ und Sj einan- 
der unendlich nahe rticken , so heisst dies, der gesuchte Kegelschnitt 
muss ausser dem doppelten Contact mit C auch noch die in eine be- 
stimmte Gerade S tibergehende Verbindungslinie von s^ und $2 im Punkt 
s^ bertihren und noch durch s geheu; es wird dann die auf der Ge- 
raden $1 $2 hervorgebrachte Involution in eine einfache harmonische 
Theilung tibergehen und die Beruhrungssehne durch den Punkt o, der 
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zvL s^ in Bezug auf n and n^ barmonisch conjugirt ist, hindurcbgehen 
and ansserdem darcb die beiden Doppelpankte a and a^ der aaf s s^ 
bestimmten Involation; man bat daber 2 Bertibrangssebnen, c a and c a^, 
and mitbin 2 Losangen des Problems. LUsst man endlicb alle drei 
Pankte einander anendlicb benacbbart werden, so scbneiden sicb ibre 
Yerbindangslinien in dem mit ibnen zasammenfallenden Pnnkt; die anf 
ibnen bestimmten Involationen gehen, wie vorber fiir die Gerade 5, in 
barmoniscbe Tbeilnngen iiber and fallen daber die sammtlicben Bertib- 
rangssebnen in eine zasammen, welcbe die barmoniscbe Polare des 
Pankts s in Bezag aaf den Kegelscbnitt ist. 

Wir batten nan die cabiscben Kegelscbnitte nacb der Natar ibrer 
anendlicb entfernten Punkte in derselben Weise classificirt, wie eben die 
verscbiedenen Voraassetznngen in Betreif der Pankte *, 5j, Sj darcbge- 
nommen warden and liefert daber die Anwendnng der eben gefandenen 
Eesaltate anf die darcb die verscbiedenen Arten von cabiscben Kegel- 
scbnitten moglicben Botationsbyperboloide obne weiteres folgendes Er- 
gebniss : 

Darcb die cabiscbe Hyperbel , welcbe drei getrennte reelle unend- 
licb entfernte Punkte besitzt, geben vier reelle Rotationsbyper- 
boloide. Fur die cabiscbe Ellipse mit einem reellen and zwei 
imaginaren Punkten im Unendlicben sind nur 2 reelle moglicb. 
Bei der cabiscben byperboliscben Parabel , wobei 2 von den an- 
endlicb entfernten Punkten zusammenfallen , existiren gleicbfalls 
nur 2 and endlicb fiir die cabiscbe Parabel nur ein einziges. 
Da darcb die Bertibrangssebnen der anendlicb entfernten Curven 
dieser Flacben mit dem imaginaren Kreis der anendlicb entfernten Ebene 
die Lage ibrer Kreisscbnitte bedingt wird, so kann man mit Berflcksicb- 
tigung des obigen Resultats, dass dieselben ein vollstSndiges Vierseit 
bilden, worin die Geraden ss^^ ^ ^2> ^1*2 Diagonalen sind, die Ricb- 
tnngen der Kreisscbnittebenen fur die cubiscbe Hyperbel auf folgende 
Weise construiren. Man ziebt durcb einen beliebigen Punkt des Eaumes 
Parallele zu den Asymptoten der Curve und balbirt die sSmmtlicben von 
ibnen gebildeten Winkel; die secbs Halbirungslinien liegen dann zu je 
dreien in vier Ebenen, welcbe den Kreisscbnittebenen jener Hyper- 
boloide parallel sind. 

Auf die Modificationen dieser Construction fiir die andem Arten der 
Raumcurven 3. Ordnung woUen wir nicbt eingeben, sondern nocb bei 
Betracbtung einer Flacbe verweilen, 2J1 deren Entstebung der frtiher 
scbon gefandene and vorber benutzte Satz, dass die Verbindungslinien 
der Punkte, in welcben entsprecbende Ebenen eines durcb eine Sebne 
der Curve 3. Ordnung gelegten involutoriscben Bilscbels derselben be- 
gegnen, ein einfacbes Hyperboloid erzeugen, Veranlassung gibt, nslmlicb 
der Flacbe, welcbe entstebt, wenn die Involution jenes Btiscbels auf- 
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gehoben wird, also zwei coUineare an seine Stelle treten. Wir wahlen 
als Achse derselben die Gerade i/j = 0, U2 = 0y sodass also die Glei- 
cbungen entsprechender Ebenen in beiden sind 



nnd 



^ C + d CD ^ 



wo a, by c, d Constante bedeuten and die Schnittpunkte entsprechender 



Ebenen mit der Curve die Parameter m nnd 



a + b to 



baben. Die Ver- 



C + C? CD 

hindungslinie derselben wird dargestellt dnrcb 

{c + dcai) UQ — [a + (b + c)€a + d eo^] U^ + {a + b cai) ca U^^^ 0, 
{c + d G)) U^ — [a + {b + c) €i> + d (o^ U2 + {a + b (a) w U^ = 0, 

ans welchen Gleicbungen durcb Elimination von co folgt: 

bUz—dC/i, 0, bUs — dU^, 

fl^/g— {b+c)Ui+d[/o, bU^ — dUi, a U^— (i+c)^2+rf^i, bU^^^dU^ 
cU^ — a ^,. aU^— (6+c)^7i+rfi/o, cU^ — a U^, aU^'—{b+c)U2+dU i 
0, c Uq — a U^y 0, c Uy — a U^ 

welches in Bezug auf Uq^ U^, IJ^i U^ biqnadfatische Kesultat beweist, dass 
die erzeugte Flache vom 4. Grad ist. Aus der einfachen Ueberlegung, 
dass auf der Curve durch die beiden BUschel zwei collineare Punkt- 
reihen entstehen, ergibt sich, dass durch jeden ihrer Punkte zwei 
Erzeugende hindurchgehen und sie demnach eine Strictionslinie der 
Flache ist. 



0, 



Aclites CapiteL 

In Betreff der durch drei Curven im Raum, worunter ein oder 
mehrere cubische Kegelschnitte, veranlassten RegelflHche beschranken wir 
uns darauf, ihren Grad nach der allgemeinen fiir 3 Leitlinien von den 
Ordnungen m^, m<^ym^ giltigen Formed) 

g^R (mj, mj, ma) = 2 m^ m^m^ 

anzugeben. Man hat dann fiir 



fji^ — ' 3 


3 


3 


3 


3 


3 


^7*2 — 3 


3 


2 


3 


2 


1 


^3 — ^ 


2 


2 


1 


1 


1 



^ = 54| 36 I 24 I 18 1 12 I 6 



1) Vergl. Salmon, anal. Geom. des Ranmes. Deutsch von W. Fiedler. 11. Bd. 
p. 296. Fiir die andem Formeln ibid. p. 531 ff. 
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and reducirt sich derselbe, wenu die Carven gemeinsame Punkte habeo, 
um m^ €c + m2 P + m^y, wo a die Zahl der m^ und mg, j5 die dermj 
and m3, y die der m^ und mj gemeinsamen Punkte bedeutet. Ebenso 
geben wir den Grad der Regelflache, wobei eine der beiden Leitcurven 
fortwahrend in 2 Punkten getroffen wird, nach der Formel 

g = B (ml^ m^) = m^ } nii {m^ — 1) _ ^^ I 

worin Vj den Rang der Curve m^, d. h. die Anzabl der vt)n Punkten 
einer Geraden aus an sie moglichen Tangenten bezeicbnet und wie "wir 
fruher geseben, ftir den cubischen Kegelschnitt = 4 ist; man hat dann 



Wj = 3 
mj = 3 



3 
2 



3 
1 



^ = 12 I 8 I 4. 

Liegen zwei cubische Kegelschnitte beliebig im Raum, so kann nach der 
Anzabl der denselben gemeinsamen Sehn en gefragt wcrden, die mit den 
in der Flache R (3^, 3) gelegenen doppelten Erzeugenden identisch sind, 
und wofur sich daher aus der allgemeinen Formel 

Dg{m^\ m^ ^m^ (m^ — 2) }m^ (m, — 1) ^ I 

+ mjCmi— 1) I - 



{l-tK-D-^j-^ji^iK-D-^} 



zehn ergeben. Dasselbe Resultat lasst sich auch leicht herleiten, 
wenn man die eine Raumcurve 3. Ordnung durch das System eines 
ebenen Kegelschnitts, und einer denselben in einem Punkte schneiden- 
den, aber nicht in seiner Ebene gelegenen Geraden ersetzt. Man er- 
halt dann sofort als gemeinsame S^hnen die drei Geraden, welche die 
Punkte verbinden, worin die Ebene des Kegelschnitts der Raumcurve 
3. Ordnung begegnet und findet die 7 tibrigen durch folgende Betrach- 
tung. Wie am Schluss dieses Capitels bewiesen werden wird, bil- 
den die durch eine gegebene Gerade moglichen Sehnen eines cubi- 
schen Kegelschnitts eine Regelflache vierten Grades, welche im vorlie- 
genden Fall 8 Punkte mit dem Kegelschnitt gemein hat, worunter auch 
der Punkt vorkommt, in welchem die Gerade den Kegelschnitt trifFt, 
wahrend durch die sieben tibrigen Gerade moglich sind, die dem cubi- 
schen Kegelschnitt in zwei Punkten begegnen, und sowohl mit dem 
ebenen Kegelschnitt, als der Geraden je einen Punkt gemein haben. 
Als besondere Falle sind noch zu merken: wenn die Curven 3. Ord- 
nung einen Punkt miteinander gemein haben, so gehen durch denselben 
4 gemeinsame Seh4;Len; haben sie zwei gemeinsame Punkte, so ist die 
Yerbindungslinie derselben eine gemeinsame Sehne und gehen ausser 
derselben noch 3 durch jeden der beiden Punkte. Filr drei gemein- 
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same Punkte hat man unter den gemeinsamen Sehnen die 3 Ver- 
bindungslinien derselben , und ausserdem noch 2 durch jeden der 
Punkte gehende. Wenn endlich 4 gemeinsame Punkte vorhanden sind, 
so sind die sechs Verbindungslinien derselben gemeinsame Sehnen und 
geht atisser ihnen durch jeden Punkt noch eine. Es gibt daher, je 
nachdem die Curven 1, 2, 3, 4 Punkte mit einander gemein haben, 6, 
3, 1, O Sehnen fiir beide, die nicht durch jene Punkte gehen. Kommt 
ausser den genannten 10 gemeinsamen Sehnen zweier sich in vier 
Punkten schneidender Raumcurven 3. Ordnung noch eine weitere vor, 
so gibt es deren unendlich viele und liegen die Curven auf einem ein- 
fachen Hyperboloid, das eben von diesen Sehnen erzeugt wird, wie 
aus der folgenden Untersuchung von auf demselben Hyperboloid gelege- 
nen Raumcurven 3. Ordnung zu entnehmen, indem 2 solche Curven so- 
wohl 4, als auch 6 Schnittpunkte haben konnen. 

Um die Gleichungen aller auf dem Hyperbbloid 

gelegenen Raumcurven 3. Ordnung in derselben einfachen Form zu er- 
halten, wie die immer, benutzte 

(1) ?7o t^2— Z7i2 = 0; J7i V^— V^^ = 0, 

welche wir gewohnlich durch 

(1*) Uq : U^ : U^: U^^ w^ : a'^ : w : 1 

ersetzt batten, transformiren wir durch lineare Substitution en die Glei- 
chung des Hyperboloids in eine an der e 

^0 ^3 - ^1 J^a = 

von derselben Form,'wobei dasselbe nur auf ein anderes Coordinaten- 
system bezogen wird. Es dienen hierzu die folgenden Transfor- 
mationsformeln ^) 



a 



2 = A>' V, + ii' Fi + iTj + rs, 



^ = A ft' Fo + fi' Fi + i V^+ V„ 

V 
2=i> Fo+ ,t Fi +1' V^+ F3, 



C 



d 
welche durch Auflosung liefern: 



^=1^ V^+ i». V^+X V^+ V, 



3» 



1) Vergl. Brioschi, suUe forme quadratiche. Annali di scienze math.e phys. comp. 
da B. Tortolini. A. 1854 [gingno). 

6 
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Tind wo die darin vorkommenden Grossen «, 6, c, f/, X, X\ fi, (i nur dnrch 
die beiden Bedingungen : 

a d:=b c= J- TTT— 7 rr 

{I —I) {(I — (I) 

beschrankt sind, sodass also die Zahl der in ilinen vorkommenden unab- 
hangigen Constant en sicb auf 6 reducirt. Wir erhalten durch diese 
Transformation auf dem Hyperboloid 

Vo U, -V^U^= To F3 - F, Fj = 

ausser der angegebenen Curve (1) noch zwei andere mit den resp. 
Gleichungen  

(2) Fo F2-F,2 = 0; F, Fj-Fj^^O, 
und 

(3) Fo F, - Fj2 = 0; F^ F3 - F.^ = 0. 

Die Anzahl der den Curven (1) und (2), sowie (1) und (3) gemein- 
samen Punkte bestimmen wir nun folgendermassen; durch Einsetzen der 
Wertbe (1*) in die Gleichungen (2) nehmen dieselben die Form 
6 </ (©2 _ 1^) (g,2 _ ^'^ (o, _ xy _ c2 («2 _ ^)2 (fl, _ ;t')2 = 0, 
a c (©2 _ ^) (g,2 _ /) (a, _ xy — 62 (©2 _ p') (e, _ xy = Q, 

bd b^ 
Oder wenn A = — ^ = — gesetzt wird 

c^ ac 

(0,2 _ ^) [-y^ (0)2 — ^') (c _ A)2 — (©2 _ ^) (o, _ X')2] = 0, 

(a,2_^') f^ (w^— f^O (« — >l)2 — (©2 _ 1^) (a, — r)2] = 
an und werden befriedigt durch die als Wurzeln der Gleichung 
(®) h{a>^ — ii){(o — iy — {(o^'-(i){a — l'y = 

sich ergebenden 4 Werthe von ©. Es erhellt hieraus, dass die Curven 
(1) und (2) im allgemeinen 4 (reelle oder imaginare) Punkte mit einan- 
der gemein haben. Verfahren wir ebenso in BetrefP der Gleichungen 

C (Z c 

(3), so finden wir, wenn k = —5- = —7 gesetzt wird, daftir 

b^ ab 

{p—l) \Jc (©2 — ^)2 (© — A') + (©2 — ^y (© — X)] = 0, 
(fi, _r) Ik (©2 _ ^)2 (fi, _ ;t') + (fi,2 _ ^y (^ __ x^^ _ 0, 

welche Gleichungen befriedigt werden durch die 5 Wurzeln von 
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k (ca2 — ^)2 (a, - r) + (0)2 — ^1)2 (a, — ;t) = Q, 

so dass also die Curven (1) und (3) sich in 5 Punkten schneiden. Es 
fragt 8ich nun , worin dies verschiedene Verhalten der Curven (2) und 
(3) gegen (1) seinen Grund hat, und miissen wir desshalb auf die Be- 
ziehung derselben zu den Erzeugenden des Hyperboloids zuriickgelien . 
Diese Erzeugenden werden dargestellt fur das eine System durcli: 

Tind fur das andere durch 

sodass, wie aus den Substitutionsformeln zu erkennen, die Ebenen 
f^Q = 0, V^ = 0, Fj = 0, F3 = gehen durcli die resp. Geraden 

des ersten Systems und 

des zweiten, und folglich die beiden Systeme von Erzeugenden auch 
dargestellt werden konnen beziehungsweise durcli 

[^0-1 ri = 0; F2-I ^3 = 0] 
und 

[^0-5^2 = 0; ri-JF3 = 0]. 

Hieraus folgt dann mit Berucksichtigung der im vorigen Capitel be- 
wiesenen Satze, dass die Curven (1) und (2) jeder Geraden des ersten 
Systems in einem, jeder des zweiten in zwei Punkten begegnen, wah- 
rend dagegen die Curve (3) mit jeder Geraden des ersten Systems zwei 
und mit jeder des zweiten einen Punkt gemein hat. Dies gibt folgen- 
den Satz: 

Zwei auf einem Hyperboloid gelegene cubische Kegelschnitte 
schneiden sich in 4 Punkten, wenn jeder von ihnen mit einer 
Erzeugenden des Hyperboloids zwei Punkte gemein hat; sie 
schneiden sich in funf Punkten, wenn diese Erzeugende von der 
einen Curve in 2, von der andern aber nur in einem Punkte ge- 
troffen wird. 
Es gilt auch der umgekehrte Satz: 
Haben zwei cubische Kegelschnitte 5 Punkte mit einander gemein, 
so liegen sie auf demselben Hyperboloid, 
denn die allgemeine Gleichung eines durch den ersteren von ihnen 
gehenden Hyperboloids enthalt zwei unbestimmte Constanten , welche so 
gewahlt werden konnen, dass dasselbe durch zwei Punkte der zweiten 
Curve geht, welche dann auch auf der Flache liegt, weil sie 7 Punkte 

6* 
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mit ihr gemein hat. Man erkennt sofort mit Kucksicht auf das oben 
angegebene Verbalten der sich in 4, resp. 6 Punkten scbneidenden, 
auf einem Hyperboloid gelegenen Raumcurven 3. Ordnung die Kicbtigkeit 
der folgenden Bebauptungen : 

Drei Hyperboloide , welcbe eine gemeinsame Erzeugende baben, 
scbneiden sicb in 4 Punkten 
und 

Durcb 5 Punkte eines Hyperboloids konnen zwei Raumcurven 
3. Ordnung gelegt werden, welcbe ganz in der Flacbe desselben 
liegen. 

Untersucben wir nun ein Biiscbel von cubiscben Kegelscbnitten, 

welcbe durcb dieselben 4 Punkte geben, auf dem Hyperboloid, wofiir 

sicb abnlicbe Eigenscbaften vermutben lassen, wie fiir Curvenbiiscbel 

in der Ebene, so wird ein solcbes dargestellt durcb die Gleicbungen 

(2), wenn man die Festsetzung trifft, dass die Grrossen a, ft, c, rf, A, ft, 

l\ fi immer so gewablt sind, dass die Wurzeln der Gleicbung (®) un- 

verandert bleiben. Zu grdsserer Vereinfacbung wollen wir die Voraus- 

setzung macben, dass unter den gemeinsamen Punkten die mit den Pa- 

rametern und oo vorkommen, wodurcb sicb in Betracbt der Gleicbung 

(0) ergibt: 

/} + 1 = 0; ftr^ = ft';i2, 

welcbe letztere Bedingung wir ersetzen wollen durcb 

wo q eine beliebige Constante bedeutet. Es gebt dann die Gleicbung 
(0) selbst tiber in 

2 G)2 — G, (1 + ^) {X + r) + 2qXl' = 

und miissen, wenn ibre Wurzeln unverandert bleiben soUen, gleicbviel 
welcbe Wertbe X, X' und q baben, zwiscben diesen die Kelationen 

(1 + q) {X + X') = 2 a-, q X X' = b 

erfiillt sein , wo a und b bestimmte constante Wertbe bedeuten und wo- 
durcb sammtlicbe in der Gleicbung (2) der Curve vorkommenden Con- 
stanten als Functionen von q bestimmt werden, so dass durcb Variation 
von q successive alle Curven des Buscbels erbalten werden. Die Scbnitt- 
punkte der Curven des Buscbels mit den Geraden der ein en oder der 
andern Erzeugung des Hyperboloids lassen sicb bestimmen, indem man 
die oben fiir dieselben gegebenen Gleicbungen 

^0 — " ^1 = 0; U^—v Us = 0, 

ersetzt durch 

J/q : Z7j : U2 '-'U^ = v q : q : v : 1 



Von Dr. C. A. von Drach. 85 

Tind diese letzteren Werthe in eine der Gleichungen (2) einsetzt, wodurch 
dieselbe in 

(9 - f»') (f - ^r - (9 - rt (^ - iV = 

oder 

a q v^ — ((^ + ^) (1 + ^) V + a Q =^0 

iibergeht, welche Gleichung nach v aufgelost die anf einer Geraden der 
zweiten Erzeugung gelegenen Punkte des Curvenbiischels , nach q auf- 
gelost die auf einer der ersten gelegenen liefert. Sind Vq und V| die 
sich fur V ergebenden Werthe, so ist 

„ 4.. _ (9 + ft) (1 + g) „ „ _9 

woraus sich durch Elimination von ^, wenn die Grossen M nnd iV be- 
stimmt werden durch 

ergibt 

« (^0 + v^) — MvqV^ — N = 0, 

d. h. die Punkte, worin die Curven des Biischels einer Geraden der 
zweiten Erzeugung begegnen, sind in Involution. Durch Auflosung der 
obigen Gleichung nach q erhalt man 

b V + q V {b — av) 

^ a^v(l + qr~ 

als Parameter des Punkts, in welchem eine Gerade der ersten Erzeu- 
gung von der zu dem Worth q gehorigen Curve des Biischels getroffen 
wird. Legt man nun durch eine beliebige Gerade Z7j = (/j = und 
durch die 4 Punkte, worin 4 zu den Werthen q =: q^^ 5^2) 2'3» ^4 S®" 
horige Curven eine Gerade der ersten Erzeugung schneiden, Ebenen, 
so sind die Gleichungen derselben * 

Vi{a-v)-bn2-q,[vUi+{b-av)U^] = 0, „ „ „i 

[Qv — q\y 72) 9^3) yd 

und ist also das anharmonische Yerhslltniss dieser Ebenen von v unab- 

hangig, d. h. alle Geraden der ersten Erzeugung werden von den 

Curven des Biischels nach gleichem anharmonischen Verhaltniss ge- 

schnitten. 

Dieselbe Eigenschaft besteht, wie wir sogleich beweisen werden, 

auch ftir einen auf einem Kegel zweiten Grades gelegenen Buschel von 

Curven 3. Ordnung mit 5 gemeinsamen Punkten in Bezug auf die 

Strahlen des Kegels. Um zur Gleichung der Curven des Biischels zu 

gelangen, denken wir 6 Punkte im Eaum, und zwar vier von ihnen be- 

stimmt als Eckpunkte eines Tetraeders mit den Seitenflachen 

die beiden tlbrigen durch die Gleichungen 
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wobei dann die Gleichungcn von zwei durch die sammtlichen 6 Punkte 
gelienden Kegel 2. Ordnung, deren einer aeine Spitze im Punkt Vq = 
Fj = F2 = hat, wahrend die des andern der Punkt V^ = ^2^^^^^^^^^ 
ist, sind 



uud 



•^ (^ - y) . /s (y - «5) . y (<5 - ^) _n ,s 



Diese Kegel baben ausser dem Verbindungsstrahl ihrer Scbeitel 
eine gleichfalls durch die 6 gegebenen Punkte gehende Raumcurve 
3. Ordnung gemein. Lasst man nun den Parameter d, der nur in der 
Gleichung des zweiten Kegels und seiner Spitze vorkommt, variiren, so 
entsteht dadurch auf dem ersten Kegel ein Biischel von cubischen Kegel- 
schnitten, welche durch 5 feste Punkte auf demselben gehen. Eine 
Seite des ersten Kegels konnen wir darstellen durch 

(a) V^-X Fj = 0; X cc (^ - y) F^ + [^y - «) + i y (« - (S)] F„ = 

und erhalten den Punkt, in welchem dieselbe ein em von den Kegel- 
schnitten des Buschels begegnet, indem wir die in der Ebene V^ — XV^^^O 
gelegene Seite des zweiten Kegels bestimmen ; es hat dieselbe die 
Gleichung 

(b) V, -XV^ = 0; XS (Ji - y)V^+ \§ {y-S) + X y (d - j3)] V^^O, 

sodass also der betreffende Punkt als Schnitt der 3 in den eben aafge- 
stellten Gleichungen (a) and (b) reprSsentirten Ebenen gegeben ist. 



1) Fiir die Substitutionen 

^i = y(?-*)f'.+ (S(*-y)fti «^2 = y ((S-«) f'. + ^Ca-y) ^«; 
-— — % .=y^(«-*)*(y-«f'o+«y(^-*)'(«-y)^. 

+ ? « (y - *;» (^ - «> ^«.- 

o {p — o) (d — y) 

+ p * (y - «;m? - *) ^, 

werden die Gleichungen der beiden Kegel 

Uo U^ — U^ = 0; U^ U^ — U22 = 0, 
sodass also leicht die einer Kegelseite aus den Ausdrucken Vq^ Fj, ^,, V^ herge- 
stellt werden kann, und die der jenen Eegeln gemeinsamen Raumcurve 3. Ordnnng 



J 
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Legen wir nun der Grosse 6 verschiedene Werthe bei, etwa dj, ^2» ^3? ^49 
so erhalten wir auf die angegebene Weise 4 Punkte, worin die Er- 
zeugende (a) des ersten Kegels von auf ihm gelegenen und sich in 
denselben 5 Punkten schneidenden Kaumcurven 3. Ordnung getroffen 
wird, Um das anharmonische VerhSltniss dieser Schnittpunkte zu be- 
stimmen, legen wir durch dieselben und eine beliebige Gerade, etwa 
F2 = F3 = Ebenen und erbalten als Gleichungen derselben 

S,W+ ^3 = (-^^^^^.^^^^^^^^j 
wobei W bestimmt ist aus 

^y(l_X) w = l(p-y) V^ + ily-p) F3, 

sodass man jetzt ohne weiteres erkennt, dass das anharmonische Verlialt 
niss dieser 4 Ebenen unabhangig ist von der Grosse A, d. h. von der 
Liage der Kegelseite. • 

Von den zu Anfang des Capitels besprochenen Flachen, welchen 
cubische Kegelschnitte angehoren , wollen wir die einfachsten etwas 
naber betrachten, besonders um daran zu zeigen, wie die Gleichungen 
derselben gebildet werden konnen, also zunachst die RegelflSche R (3, 1, 1), 
welche eine Gerade beschreibt, die bestandig an einem cubischen Kegel- 
schnitt und zwei beliebig im Raume gelegenen Geraden hingleitet in 
derselben Weise, wie die Generatrix eines einfachen Hyperboloids an 
3 Geraden, von denen keine zwei in einer Ebene liegen. Wir schreiben 
die Gleichungen der beiden gegebenen Geraden mit Kiicksicht auf die 
Gleichung der Curve in der Form 

r To = J7o — (a + J) ^1 + « 6 CTj = 1 
\Wo= U^ - {c + d) U2 + c d U3 = f' 

( r, = ao — (!« + ^) Vi + cc^ u^ = o \ 

\ Wi= CTi - (y + d) ^2 + y (J Zfj = /' 

dann wird die die FlSche beschreibende Gerade dargestellt dnrch 

W'o - io ^^0 = 0; fP, -AiF, =0, 

worin die Grossen Xq und X^ so zu bestimmen sind, dass die vorstehen- 
den Gleichungen durch die Coordinaten 

Uq: Z7i : l/j : U^ = (o^ : g>^ : do : 1 

eines Curvenpunkts befriedigt werden. Man findet durch Einsetzen 
dieser Werthe zunachst 

(w — c) (w — d):(o {(o — a) (« — 6) : (w — y) (00 — d) : w (« — a) (« — /S) 

und dann 

_ (fi> — g) (o — rf) _ (fi) — y) (o — d) 

""o— ^ ^^_ ^^ ^^_l,y ''I — (0 (0 — a) (o — ^)' 

fUr welche Werthe die obigen Gleichungen der Generatrix in 
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[o)3 — (a + 6) to^^ahm] W^ — [i»2 — {c+ rf) o) + cd] Vq = 0; 
[a>3_(a + |S) (o^^ccPg)] W^ — [w^ __ (y + (J) o + yd] ^1=0 

iibergehen. Setzt man darin 

i?o= (« + '0 ^0 + ^o; ^1 == (« + ^) W, + Fi; 

so werden sie zu 

0)3 ^1 — 0)2 Jfjj + G, 5^^ _ y d Fj = 0, 

aus welchen sich durch Elimination des Parameters o die Gleichung der 
gesuchten Flache als Resultante ergibt, namlich 



= 0, 



worin zur Abkiirzung 

To = cdVo,T,=yS V, 

gesetzt ist. Vorstehende Determinante ist in Bezug auf die in den als 
homogene Coordinaten zu betrachtenden Grossen Z7q, U^^ U^i U^ linearen 
Ausdriicke i?Q, jRj .... vom sechsten Grad, und erkennt man hierin 
den Beweis des folgenden Satzes: 

Die Regelflache, deren Erzeugende zwei beliebige Gerade und 
eine Raumcurve 3. Ordnung fortwahrend scbneiden, ist von der 
secbsten Ordnung. 

Es modificirt sich die Flache fiir specielle Lagen der beiden Geraden 
gegen die Curve folgendermassen ; ist zunachst in den obigen Glei- 
chungen a == c, d. h. hat die eine Gerade einen Punkt mit der Curve 

gemein, sowirdAn = — 7 tt und die eine der friiheren in w cubi- 

0? (O) — 0) 

schen Gleichungen jetzt vom 2. Grade werden, namlich 

(o)2 — G>b) WQ—{G) — d) Fo = 0, 

sodass, wenn Qq^ Vq + b Wq gesetzt wird, das Eliminationsresultat 
sich folgendermassen darstellen lasst 

QoT^-d Vo S„ d Vo R\- Ti Wo. - d Vo 

dVoRi-T^W^, -dVoWt+fVoSi—RiQo, Qo =0, 

- dVo fV„ W, Qo, Wo 

woraus erhellt, dass sich die Ordnung der Flache nun um eine Einheit 
vermindert, dieselbe also vom funften Grade ist. Setzen wir dann wei- 
ter auch 6 = «?, d. h. ist die eine Gerade eine Sehne der Curve, so 

wird Aq=— und reducirt sich die Gleichung der Regelflache auf 
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sodass dieselbe in diesem Fall nur von der 4. Ordnung ist. Wird an- 
derseits angenommen a = c; a = y, d. h, beide Gerade batten je 
einen Punkt mit dem cubiscben Kegelscbnitt gemein, so folgt 

w — d 0) — d 



o)(o)— 6)' ^ 0) (« — /5) 

und wird nun die Flacbe als Eesultante von zwei quadratiscben Glei- 
cliungen dargestellt durcb 

\d Vn TV d V W ]'^ 

-[SF,(v,+bw,)-dr,{ri+§w\)][w,iVi+§w^)-w^(r,+bTF,)]=o, 

woraus man ersiebt, dass dieselbe unter dieser Voraussetzung gleicb- 
falls vom 4. Grade ist. Fur a = c, 6 = </, a = y ist die erstere 
Gerade eine Sebne der Curve und die andere scbneidet die Curve in 
nur einem Punkt; man bat dann. 



und daber als Gleicbung der Flacbe 

Als Gleicbungen von zwd beliebigen Erzeugenden der Flacbe finden 
sicb fiir die vorstebenden Wertbe von Xq und l^ folgende 

[w JFq— Fo = 0; (S — 0)) Fi — ta (jS — w) ^i = 0], 

es scbneiden sicb dieselben auf der Geraden Vq = Wq = unter der 
Bedingung 

woraus man erkennt, dass durcb jeden Punkt dieser Geraden zwei Er- 
zeugende der Flacbe geben. Aus den Gleicbungen der Leitlinien fiir 
die Wertbe «==c, 6 = rf, cif = y ergibt sicb sofort, dass © und (o^ die 
Parameter der Punkte sind, in welcben die beiden betreffenden Erzeu- 
genden der Curve 3. Ordnung begegnen, und man erkennt daber aus 
der letzteren zwiscben ibnen bestebenden Bedingungsgleicbung, dass die 
zugeborigen Punktpaare in Involution sind, sodass also ibre betreffenden 
Verbindungslinien nacb dem Frilbern ein einfacbes Hyperboloid 

a, u^ —u,^ + s (Z7, u^ — u, u,) + d§ {u^.v, — u^^^o 

erzeugen, welcbes die Curve und ausserdem aucb die Gerade V^ = W^=0 
entbMlt. Nebmen wir scbliesslicb an, es sei a = c, 6 = <?, a = y, 
jS=^, so sind beide Gerade Sebnen der Curve und findet man I = 



A- =: — , daber 

^ CO 



w ^(j — Fo = 0; « ^1 — r^ = 
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als Gleichungen der Erzeugen4en und 

Vo W,— V, ^0 = 

als solche der FlSche, die demnach, wie auch schon frtiher gefunden, 
ein einfaches Hyperboloid ist. 

Wir beriicksicbtigen nun nocb die FlSche R (3^,1), welche sammt- 
licbe durch eine beliebige Gerade moglichen Sehnen der Curve bilden, 
oder was dasselbe ist, den Ort der Verbindungslinien der Punkte, welcbe 
eine um eine gegebene Gerade sich drehende Ebene mit der Curve ge- 
mein bat. Jedocb wollen wir uns mit Aufstellung der ziemlicb weit- 
iSufigen Gleicbung nicbt befassen, sondern nur angeben, wie dieselbe 
gefunden wird und nacbweisen, dass sie vom 4. Grade ist. Im Anfang 
des dritten Capitels wurden die Parameterwertbe der durcb einen be- 
liebigen Raumpunkt Xq\ x^\ X2''' 3C^ gebenden Sebne einer Curve 3. Ord- 
nung bestimmt durcb die Gleichungen 

(0 + ^ = ^'f^ — ^n^i a,^__% £(l£2.. 



•*'2 **'! '*'3 •*'2 **'! '*'3 

wird nun dieser Punkt als eine Gerade durcblaufend angenommen, sind 
also seine Coordinaten von der Form 

^0= §0 + ^^o5 ^1 = li + ^'»?i5 ^2= ^2 + ^^21 ^3= I3 + ^^3» 
so erbalt man als Gleicbungen der betreffenden Sebne in Bezug auf h 
quadratiscbe Ausdrilcke, aus denen durcb Elimination von X eine in Be- 
zug auf die Coefficienten (/q, Z7j, i/j, U^ biquadratiscbe Kesultante ent- 
springt, sodass der fraglicbe Ort von der vierten Ordnung ist. In dem 
Fall, dass die Gerade einen Punkt mit der Curve gemein bat, zerfallt 
er, wie sich durcb Combination friiberer Ssltze ergibt, in ein einfaches 
Hyperboloid und einen Kegel 2. Ordnung, welche einen Strabl gemein 
haben; ist die Gerade eine Sebne der Curve, so wird er vertreten durch 
2 Kegel 2. Ordnung mit einer gemeinsamen Kante. 



Neuntes Capitel. 

In ahnlicher Weise, wie in der Planimetrie eine Beziehung von 
Punkten und Geraden auf einander vermittelt wird durch einen Kegel- 
schnitt, indem man jedem Punkt die Bertihrungssehne des von ibm an 
den Kegelschnitt m5glichen Tangentenpaares als sogenannte Polare zu- 
ordnet und umgekehrt jeder Geraden den Punkt, worin sich die in den 
beiden ibr mit dem Kegelschnitt gemeinsamen Punkten an letzteren mog- 
lichen Tangenten schneiden, als Pol, gibt die Raumcurve 3. Ordnung 
Veranlassung zu einer solchen im Raume, wobei jedem Punkt eine Ebene 
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entspricht, Aamlich die Ebene, welche durch die drei Bertihrungspunkte 
der von jenem Punkt an die Curve moglicben Osculationsebenen geht, 
und jeder Ebene ein Punkt, der Durcbschnitt der in ibren 3 Scbnitt- 
puxikten mit der Curve an letztere moglicben Osculationsebenen. In 
solcber Weise einander zugeordnete Punkte und Ebenen soUen Pol und 
Polarebene, oder aucb Focus- und Focalebene beissen. Aus einem im 
dritten Capitel bewiesenen Satze folgt dann weiter, dass fur das eben 
auseinandergesetzte Correlationssystem der Pol in seiner Polarebene liegt 
und umgekebrt die Polarebene durcb ibren Pol bindurchgebt, denn wir 
batten damals gefunden, dass zu dem Pol Xq : x^ : X2 ' oc^ die durcb 
die Gleicbung 

a?3 Uq-^ XqU^ + 3 {x^ U^ — X2 U^) = 

reprasentirte Polarebene gebort, sowie dass der Pol einer beliebigen 
Ebene 

bestimmt wird durcb die Coordinaten 

Uq i U^ : U2 : U2 = 3 s : r : q : S p. 

Diese Formeln liefern den Beweis, dass die angegebene Beziebung aucb 
dann nocb moglicb ist, wenn 2 jener Osculationsebenen, resp. Scbnitt- 
punkte imagin£tr werden. 

Die vorber angegebenen Fundamentaleigenscbaften von Pol und 
Polare in Bezug auf einen cubischen Kegelscbnitt geben scbon zu inte- 
ressanten Folgerungen Anlass, sobald man 4 Punkte der Curve betracb- 
tet; es bestimmen dieselben als Eckpunkte ein Tetraeder und ibre Os- 
culationsebenen bilden ein ebensolcbes; beide sind einander gleicb- 
zeitig ein- und umscbrieben, d. b. die Ecken eines jeden liegen in 
den Seitenebenen des andern. Bezeicbnen wir namlicb die 4 Curven- 
punkte mit '9'i, -d-j, '9*3, '9*4, ibre resp. Osculationsebenen mit F^, Fj, 
F3, F4 und weiter den Scbnittpunkt der Ebenen (Fg F3 F4) mit .Tj, 
den (F3 F4 Fj) mit iCj? den (F4 F^ Fj) mit x^^ endlicb (F^ Fj F3) mit 
x^^ so liegen in Folge der besprocbenen Eigentbtimlicbkeit folgende 
Punkte immer in einer Ebene 



(I.) 



Xi, 9^, ■6'3, •&4 

X^, ^^, ^^y d' 

[ ^4> '^IJ '^2) ^ 



Vj, 0^2) ^3) i*?4 

'9*2 » **'3> •^4' *^1 
'*' 3 » **'4 > '^1 > •*' 2 
v'4 , X^, d?2 ) OC^ 



2 
3 

Bedenkt man nun dass die Scbnittlinie (F^ Fj) identisch ist mit der 
Kante x^ x^^ und ebenso (F3 F4) mit x^ X2i so scbneidet die Ge- 
rade Xid'2 offenbar (F3 F4) und d"^ '9*2, aber wegen der ersten Zeile in 
(I.) aucb '9'3 '9'4 und wegen der zweiten in (II.) aucb x^ x^ oder das 
damit identiscbe ( Fj F2) , sodass also die 4 Geraden 

(^1 ^2). (^3 ^4). ^l*2.*3*4. 
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von denen keine zwei in einer Ebene liegen, sSmmtlich von x^ ^2 S^' 
troffen werden. Auf gleiche Weise ergibt sich dann, dass dieselben Ge- 
raden auch nocb von X2 ^u ^3 '^4 und x^ '^3 sSmmtlich geschnitten 
werden, also auch nmgekehrt selbst jene schneiden. 
Man zieht hieraus den Satz: 
Von zwei einander gleichzeitig ein- und umgeschriebenen Te- 
traedern liegen eine beliebige Kante des ersteren, ihre Gegen- 
kante, ferner die des andern, welche ihre Endpunkte in den 
durch die erstere gehenden Flachen hat, sowie deren Gegenkante, 
auf einem einfachen Hyperboloid. 
Es mag nicht unerwilhnt bleiben, dass, wie die oben angegebene 
Eigenthiimlichkeit der von 4 Punkten und ihren Osculationsebenen be- 
stimmten beiden Tetraeder benutzt werden kann zur Construction von 
beliebigen Punkten und Osculationsebenen eines cubischen Kegelschnitts, 
von dem 3 Punkte mit ihren Osculationsebenen bekannt sind, auch um- 
gekehrt mit Hilfe des letztern nicht nur einander gleichzeitig ein- und 
umbeschriebene Tetraeder, sondern allgemein derartige n-Ecke. und n- 
Flache gefunden werden k5nnen. 

Substituirt man ftir die obigen Coordinaten Xq : x^ : X2 - x^ eines 
Punkts Werthe von der Form Xq-\-X ^o • ^1 H"^ ^i • ^2"l"^y2 • ^3 +^^3* 
die einem Punkte seiner Yerbindungslinie mit dem Punkt y^ : y^ : 1/2 ' V^ 
angehoren, in die Gleichung seiner Polarebene, so kann letztere ge- 
schrieben werden 

^3 ^0 — ^0 ^3+3 (0:1 U2--X2 Ui)+X ^3 ^0— yo ^3+3(^1 ^2 — ^2 ^l)]=0 

und setzt sich demnach zusammen aus denen der Polarebenen jener 
2 Punkte; ein Kesultat, welches folgenden Satz veranlasst: • 

Die Polarebenen von sammtlichen Punkten einer Geraden schnei- 
den sich in einer bestimmten Geraden, 
und umgekehrt: 

Die Pole aller Ebenen, welche sich in einer Geraden schneiden, 
liegen auf einer geraden Linie. 

Zwei derartige Gerade heissen reciprok; werden die Gleichungen der 
einen in der Form: 

/ [Zq. + w Z7i + n [Zj = O5 P U^+ qU2 + rU^ = 
geschrieben, so sind die der andern: 

(mq~np) V q + ^ r {m TJ^ + n U^ = 0\ 
SlipV^+qU2) + {mq —np)U^ = 0, 



X 







welche aus dem Vorigen durch die Annahmen X = und A = • 

ys yo 

hergeleitet werden konnen. Aehnlich wie vorher lasst sich auch der 
Beweis von folgenden Stitzen bewirken: 
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Die Polarebenen sSmmtlieher Punkte einer beliebigen Ebene laufen 
durch einen Punkt in ihr, den Pol, 
und nmgekehrt, 

Die Pole sammtlicher Ebenen, welcbe durcb einen festen Punkt 
geben, liegen in einer gleichfalls durch den Punkt gehenden 
Ebene, seiner Polarebene, 
an die wir als allgemeinstes Princip der besprocbenen Correlation fol- 
genden anschliessen : 

DurcblUuft ein Punkt eine beliebige Oberflache n^^^ Ordnung, so 
umhtLllen seine respectiven Polarebenen in Rtickeicbt auf einen 
cubischen Kegelschnitt eine Flacbe n*" Classe in der Weise, dass 
die Polarebenen der letzteren in Bezug auf denselben cubischen 
Kegelschnitt die erstere Oberflacbe erzeugen. 
Zu den Punkten der Curve gehoren als Polaren die betreffenden 
Osculationsebenen und nmgekehrt ist der Pol einer Osculations ebene ihr 
Beriihrungspunkt, gerade wie bei den ebenen Kegelschnitten die Polaren 
von Punkten auf ihnen die resp. Tangenten sind und die Pole der 
letztern ihre bezuglichen BeriLhrungspunkte. Die Schnittlinie von zwei 
Osculationsebenen und die Verbindungslinie ihrer Beriihrungspunkte sind 
daher Paare von reciproken Geraden. Es folgt weiter, dass eine Tan- 
gente der Curve zu betrachten ist als ein Paar zusammenfallender reci- 
proker Geraden. Die Frage, ob es noch andere solche sich selbst reci- 
proke Gerade gibt, iSsst sich durch eine eiufache Reflexion dahin 
beantworten, ^dass in jeder Ebene unz^hlig viele derartige existiren, 
nlimlich alle durch den Pol der Ebene gehenden. Die Schnittlinien von 
2 Osculatio&sebenen, deren, wie aus dem Frilheren bekannt, jede Ebene 
nur eine enthalt, und die dazu reciproken Verbindungslinien ihrer Be- 
riihrungspunkte, von welchen durch jeden Punkt des Raums eine einzige 
geht, lassen eben desshalb eine besondere Bedeutung fur das auf cu- 
bische Kegelschnitte begriindete System des Entsprechens rSumlicher 
Gebilde erwarten, mit deren Aufsuchung wir nns zunachst zu beschaftigen 
haben, wobei wir zugleich erkennen werden, in welcher Beziehung diese 
Polaritatsverhaltnisse mit den der Tangentenflache des cubischen Kegel- 
schnitts einschreibbaren Kegelschnitten stehen. 

Wir batten im vierten Kapitel den Satz bewiesen: 
Die Pole einer Ebene in Bezug auf die in der Tangentenflache 
einer Raumcurve 3. Ordnung moglichen Kegelschnitte liegen auf 
einem Kegelschnitt 
und gezeigt, dass wenn die Gleichung der ersten Ebene war 

Fj _ ^ o-j = 0, 

die der letzteren ist 

Es wird sich zeigen, dass der zweiten Ebene dieselben Eigenschaften in 
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Bezng auf die erstere znkommen, nnd soUen beide Ebenen daher 
conjugirt genannt werden. Zu dem Ende snchen wir die allgemeinsten 
Gleichungen von zwei conjugirten Ebenen zu ermitteln, gehen also statt 
von der obigen Gleichung 

U^ — &• U^ = 

als der der gegebenen Ebene aus von der allgejneineren 

(«) Vq — (X + (I + v) U^ + {I (I + X V + fi v) U2 — X II V U^ = 0. 

Setzt man 

Vq=U^ — 3vU^ +Sv^ U^ — v^ U^, 

V,= U, — {2v + (i) U,+v{2(i + v) U^--(iv^U^, 

F2= ?7o - (2fi.+ v) U, + (i{2v + fi) U^^fi^v U^, 

sodass die 4 Ebenen Fq = 0, Tj = 0, Fj = 0, Fg = ein mit der 
Curve in derselben Beziehung stebendes Tetraeder bilden, wie das seit- 
ber immer benutzte Coordinatentetraeder, so kann die Gleicbung der- 
selben ersetzt werden durcb 

V ' V ' V ' V — «.3 . ,y»2 . ^ . 1 

wobei 

CO V 

X = 

G) — ft 

zu nehmen ist. Die Gleicbung (a) der gegebenen Ebene wird dann 
in diesem neuen System 

worin 

hat also die vorber benutzte besondere >Eorm und man erhalt daher als 
solche der conjugirten Ebene 

2 Vo - 3 k Fi — 3 ^ 2 ^2 + 2 ^^ ^3 = 0, 
oder beim Riickgang auf das ursprungliche Coordinatensystem 

(b) U, — {X' + (i' + v') [7j + (A>' + rv +ftV) U^—X'(ivU., = 0, 

worin 

,___;, (ft + v) — 2 ft V 



ft = 



V 



ft (v + A) — 2 V A 


2 ft — (v 
V (i + ft) - 


- 2 ift 



2v — {l + fi) 

zu setzen sind. Diese letzten Gleichungen geben aber nacb A, ft, v 
aufgel5st 
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^ _^ y {fi + v) — 2 (I V 



2 r — {[i' + v) 

u! {v' + ;l') — 2 V r 
ft = - 



V 



2(i'- (v' + r) 

v (X' + j*') — 2 I' (i 



2 V -^ (r + ft') ' 

also Ansdriicke von derselben Form, wie die vorigen und beweisen eben 
damit, dass die Ebene («) die Pole der Ebene (6) in Bezng anf die in 
der Tangentenflache moglicben Kegelechnitte entbsllt, also die Beziebung 
zwiscben den beiden Ebenen eine durcbaus gegenseitige ist. 

Um die Scbnittlinie der beiden conjugirten Ebenen (a) und (6) zu 
bestimmen, kann man mit Benutzung der durcb die Curve vermittelten 
ReciprocitSt die Gleicbungen der Verbindungslinie ibrer Pole aufsucben. 
Scbreiben "wir die Gleicbung («) folgendermassen 

(a') Z7o — tfo ^1 + <^i ^2 — <^2 ^3 =0) 
wobei also 

(jQ^X+fA + l/, <>j^Aft+Av + fti/, 62^^ I fl Vj 
so bat ihr Pol die Coordinaten 

ebenso finden sicb fiir die Ebene (6), wenn in ibrer Gleicbung 
5 ^ A' + ft' + 1/', ^1 ^ A' ft' + A' v' + ft' v\ $2 ^ A' ft' V 
gesetzt werden, die Coordinaten des Pols aus 

und lassen sicb dann die Wertbe von 5q, s^y Sj vermoge der zwiscben 
den Grossen A, ft, v, A', ft', v stattfindenden Relation en folgendermassen 
durcb <>o, <>i, ^^2 a,usdriicken 

® 21 02 + 2<?o^— 9(yo<yi ' 

^ 3 (— gp (?^^+ 6 gp^ ^2— 9 gj g^) 
* 27a2 + 2<?o' — 9<>o<?, ' 



5 



9 <>o <?! ^^2 ~" 27 ^2^ — 2 (Ji^ 



2 27(^2 + 2(10^- 9 00 <?i 

Die Verbindungslinie dieser beiden Pole bat die Gleicbungen 

(c) pU^ + qU^+rU2 = 0', pU^ + qU2 + rU^ = 
worin * , ' 

zu setzen sind und ist sie, wie die Gleicbbeit der Coefficienten in vorsteben- 
d en Gleicbungen beweist, eine reelle oder ideelle Sehne der Curv^e, deren 
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Schnittpunkten die Parameter ^^ und -^j zukommen, welche sich aus 
den Gleicbnngen 

•^1 + '^2 = -; '^1 ^^2 = - 

ergeben. Die dazu reciproke Scbnittlinie der conjugirten Ebenen («) 
und (b) ist nacb dem Frtibern dann die Scbnittlinie der zu den beiden 
Punkten d'^ und -^2 geborigen Osculationsebenen und wird dargestellt 
durcb die Gleicbungen: 

{q^ -pr) U,-Sr(sU^-r U^)=0; 
3p{pUi — qU^) + {q^ — pr) t', = 0. 

Man bat daber den Satz: 

Je zwei conjugirte Ebenen scbneiden sicb in einer Geraden, durcb 
welcbe zwei Osculationsebenen des cubiscben Kegelscbnitts geben 
und gebt daber die zu dieser Geraden reciproke Verbindungslinie 
der Pole jener conjugirten Ebenen durcb die Bertibrungspunkte 
der genannten Osculationsebenen. 
Die erstere Gerade mag die Directrix der beiden conjugirten Ebenen, 
die letztere ibre Focale genannt werden und werden wir spater seben, 
"welcbe Eigenscbaften dieser Directrix, deren, wie aus dem Vorbergeben- 
den erbellt, jede Ebene ibre bestinmite bat, obne Eticksicbt auf die con- 
jugirte Ebene zukommen. 

Es liegt nun zun^cbst die Frage nabe, ob durcb dieselbe Directrix 
mebr als ein Paar conjugirter Ebenen gebt und ob auf einer Focalen 
mebr als ein Paar conjugirter Pole liegen. Wir kebren desshalb zu den 
friiber aufgestellten Gleicbungen 

und 

2 Z7o — 3 -6- ?7j — 3 '9'2 r^2 + 2 -^"^ ^3 = 

von einem Paar conjugirter Ebenen zuruck, deren Focale durcb 

reprasentirt wird, und vergleicben die letztere mit der oben durcb 

P U, + q U, + r U^ = 0', p U, + q U^ + r U^ = 

dargestellten Focalen der Ebenen (a) und (6). SoUen beide identiscb 
sein, so muss 

q = p d-^ r = p 8"^ 

sein, vermittelst welcber Gleicbungen, die die Pole der Ebenen (a) und 
(&) bestimmenden Grossen (Tq, <>j, 02, ^j, ^21 ^3 durcb nacbstebende 
Bedingungen bescbrankt werden: ' 



5, 



^ 3^K-.^) . ,^_^(,^_3^). ,^__^,, 



* "" 2 «„ — 3 «• 
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sodass die Gleichungen (a) und {b) werden zu 

^^^ Uq — 3 &'^ V.^ + &^ U^ — Sq [Z7i — & €2]= 0. 

Es bedeutet darin Oq eine willkiirliche Constante, von welcher Sq in der 
angegebenen linearen Weise abhangt, sodass also vorstehende Gleichungen 
eine nnendliche Menge von Ebenen darstellenj welche sammtlich durch 
die Gerade 

2 Uq- 3& U^ — 3^'^ U2 + 2d'^ U^ = 0] U^ — 'd'U^^O 

hindnrchgehen. Schreibt man die zwischen o^ nnd Sq bestehende Ee 
lation in der Form 

2a^SQ — 3& (do + Sq) + 18 ^'' = 0, 

sp lehrt sie,. dass die durch die Gleichungen (©) reprSsentirten conju- 
girten Ebenenpaare in Involution sind, sowie dass die Doppelebenen 
des Biischels die daru<iter voikommenden Osculationsebenen sind. Man 
hat daher die Satze: 

Jede Gerade, worin sich 2 Osculationsebenen eines cubischen 
Kegelschnitts schneiden, ist die Achse eines von in Bezug auf 
denselben conjugirten Ebenen gebildeten involutorischen Biischels, 
und sind jene Osculationsebenen die Doppelebenen des letztem, 
und 

Jede Sehne eines cubischen Kegelschnitts enthalt die Pole von 

einem Buschel conjugirter Ebenen, und zwar bilden dieselben auf 

ihr eine involutorische Punktreihe, deren Doppelpunkte ihre bei- 

den Schnittpunkte mit der Curve sind, 

im Anschluss an welche auch noch folgender unmittelbar aus der Sym-* 

metric zwischen den Grossen A, ft, v einerseits und X\ ^\ v anderseits in 

den oben dazwischen gegebenen Relationen hervorgehender hier eine 

Stelle finden mag: 

Die 6 Punkte, worin eine Kaumcurve 3. Ordnung von 2 conjugir- 
ten Ebenen getroffen wird, sind in Involution, d. h. legt man 
durch sie und eine beliebige Sehne der Curve Ebenen , so entsteht 
ein involutorisches Ebenenbtischel. 

Um den Centralpunkt der auf der Focalen gebildeten Involution 
zu finden, hat man nur eine Parallelebene zu ihr durch die zugehorige 
Directrix zu legen, welche also durch den unendlich entfemten Punkt 
von ihr geht, und dann die conjugirte Ebene zu bestimmen, deren 
Schnittpunkt mit der Focalen der gesuchte Centralpunkt ist. 

Hat der cubische Kegelschnitt zwei parallele Osculationsebenen, so 
gibt es nach dem ersten der vorigen SMtze ein Parallelebenenbuschel von 
conjugirten Ebenen, dessen Centralebene der unendlich entfernten Ebene 
conjugirt ist und daher mit der die Mittelpunkte der der Tangenten- 
flSche der Curve eingeschriebenen Kegelschnitte enthaltenden Ebene 
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identisch ist. Mit Eiicksicht auf die im sechsten Capitel gefandenen 
Eesultate bemerken wir, dass fur die cubische Ellipse die beiden Dop- 
pelebenen jenes involutorischen Biischels von parallelen conjugirten 
Ebenen reell sind, wabrend sie ftir die cubiscbe Hyperbel imaginar sind 
und bei der cubiscben byperboliscben Parabel zusammenf alien, sodass 
also im letzteren Fall keine Involution im eigentlicbem Sinne statt- 
findet. 

Die in den letzten Satzen vorkommenden Pole von conjugirten 
Ebenen sollen conjugirte Punkte in Bezug auf den cubiscben Kegel- 
scbnitt genannt werden, denn es ergibt sicb aus der dargelegten Reci- 
procitat, dass die Polarebenen eines beliebigen Punkts in Bezug auf 
alle durcb den cubiscben Kegelscbnitt moglicben K6gel 2. Ordnung einen 
bestimmten Kegel 2. Ordnung umbiillen, dessen Spitze in derselben 
Beziebung zum ersteren Punkte steht. Es sollen dann aucb weiter die 
hierbei entstebenden KegelflScben, sowie die im reciproken Satze vor- 
kommenden Kegelscbnitte conjugirt beissen, eine Benennung, die wir 
dann weiter aucb auf alle von conjugirten Elementen gebildeten Figuren 
ausdebnen wollen, und wofiir eine Anzabl nicbt uninteressanter Satze, 
betreffend conjugirte Dreiecke (ebene sowobl als korperlicbe), conjugirte 
Tetraeder u. dgl. , existiren, die wir jedocb ibrer untergeordneten Be- 
deutung wegen bier libergeben mussen. 

Aus dem Frubern weiss man, dass durcb jeden Punkt des Eaumes 
eine Focale ^) , d. b. Linie der Pole eines Biiscbels von conjugirten 
Ebenen, gebt, und wurden aucb die Gleicbungen derselben fiir den be- 
treffenden Punkt daselbst angegeben. Reciprok bierzu existirt in der 
Ebene 

nur eine Directrix, d. h. Acbse eines Biiscbels von conjugirten Ebenen, 
darstellbar als Scbnitt der Ebenen 

(q^-pr) U, + 3p (Z7, p-U^q) = 0, 

deren Beriibrungspunkte bedingt werden durcb 

q' m n — 9 hi r 3 h m — n^ 

^ ^ p 3/w — m^^. p 3 In — m^ 

sodass also die betreffende Gerade immer reell ist, aucb wenn diese 
Ebenen imaginar sein sollten. Ist ein Punkt der Pol einer Ebene, so 



*) Es mag- hier kurz auf den Zusammenhang der Theorie der Raumcurven 
3. Ordnung mit der der sogenannten algebraischen Strahlensysteme hingewiesen 
werden. Die Sehnen einer Raumcurve 3. Ordnung bilden ein Strahlensystem 
erster Ordnung von der dritten Classe, dessen Brennflachen sich auf die Curve 
reduciren. (Vgl. Kummer in Berliner Monatsberichten 1865, p. 288.) 
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ist die durch ihn gehende Focale und die in jener Ebene gelegene 
Directrix ein Paar reciproker Geraden. Da sicli nun in jedem Punkt des 
Raumes drei (reelle oder imaginare) Osculationsebenen schneiden, so 
gehen durch jeden Punkt 3 Directricen und zwar werden zwei davon 
imaginar, sobald zwei Osculationsebenen imaginar sind; ebenso liegen 
in jeder Ebene 3 Focalen, die Verbindungslinien der Punkte, welche 
sie mit der Curve gemein hat, und zwar bleibt, sobald 2 dieser Schnitt- 
punkte* imaginar sind, nur ihre Verbindungslinie als in der Ebene ge- 
legene reelle Focale iibrig. 

Ein einfaches Kriterium zur Entscheidung iiber die Natur der in 
einer Ebene gelegenen Focalen, resp. der durch einen Punkt gehenden 
Directricen liefern uns einige auf der nachstehenden Entwickelung basi- 
rende Satze. Es waren oben unter (a) und (6) die allgemeinsten Glei- 
chungen von zwei conjugirten Ebenen gegeben worden und unter (c) 
die Gleichung der Verbindungslinie ihrer. Pole, die dann auch die Fo- 
cale sammtlicher durch die Schnittlinie jener Ebenen gehenden conju- 
girten Ebenenpaare ist. Dieselbe trifft die Curve in zwei reellen 
Punkten und gehen folglich durch jene Achse zwei reelle Osculations- 
ebenen, wenn 

q^ — 4 p r > 

oder fur die oben angegebene Bedeutung der Grossen p, q^ r, wenn 

27 (?2^ — 18 (T cy^ (72 — (^0^ ^\ + 4 (Jj^ + 4 (y^3 ^^ > 0^ 

Diese letztere Bedingungsgleichung ist aber identisch mit der, dass die 
Gleichung 

(jjj3 — W^ ()() + w (Tj — (?2 = 0, 

woraus sich die Pai:ameter der Schnittpunkte der Ebene («'), die mit 
(«) identisch ist, und der Curve als Wurzelwerthe ergeben, zwei com- 
plexe Wurzeln hat. Hieraus ziehen wir dann den Satz: 

Wenn eine Focale den cubischen Kegelschnitt in zwei reellen 
Punkten trifft, und demnach die zugehorige Directrix der Schnitt 
von zwei reellen Osculationsebenen ist, so begegnet jede durch 
die letztere mogliche Ebene der Curve nur in einem reellen Punkt, 
dagegen trifft eine solche die Curve in drei reellen Punkten, wenn 
die Focale zwei imaginare Punkte mit der Curve gemein hat, 
oder: 

Jede Ebene eines Biischels von conjugirten Ebenen, trifft den 
cubischen Kegelschnitt in drei reellen Punkten oder nur in einem, 
je uachdem die Doppelelemente jenes involutorischen Biischels 
imaginar oder reell sind. 

Reciprok hierzu hat man: 

Wenn durch eine Directrix zwei reelle Osculationsebenen gehen, 

also die zugehorige Focale den cubischen Kegelschnitt in 2 reellen 

7 * 
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Punkten trifft, so ist durcli jeden Piinkt der Directrix niir eine 
Osculationsebene moglich, dagegen gibt es deren drei, sobald die 
Directrix der Schnitt von 2 imaginaren Osculationsebenen ist, 
und 

Durch einen Punkt gehen drei reelle Osculationsebenen eines cn- 

biscben Kegelscbnitts oder nur eine, je nacbdem die auf der zu- 

geborigen Focalen gelegene involutoriscbe Punktreibe imaginare 

oder reelle Doppelpunkte bat. 

Das analoge Verhalten aller zu derselben Directrix geborigen Ebenen 

beziiglicb ibrer Scbnittpunkte mit der Curve offenbart sicb weiter in fol- 

genden Satzen iiber die in diesen Ebenen entbaltenden conjugirten 

Kegelscbnitte , welcbe leicbt auf rein geometriscbem Wege mit Beriick- 

sicbtigung schon erwiesener Eigenscbaften erbalten werden. 

AUe zu demselben Biiscbel geborigen conjugirten Kegelscbnitte 
liegen auf einem einfacben Hyperboloid, 
und 

Die Mittelpunkte aller zu einem Buecbel geborigen conjugirten 
Kegelscbnitte liegen auf einem Kegelscbnitt , dessen Ebene durcb 
die Focale geht, die zur Acbse des Buscbels reciprok ist, 
u. s, w. 

Scbliesslicb bleibt niir nocb zu untersucben, in welcber Beziebung 
die Directrix einer Ebene zum Pol der Ebene stebt; um dabei den 
Recbnungsaufwand moglicbst zu vermindern, benutzen wir wieder die 
beiden conjugirten Ebenen 

welcbe in Folge der Substitutionen 

X— Vq', y = — ^^ U^', z — ^^U^ — Sd^'^U^+Sd'U^— Uq-, 

m 

sicb darstellen lassen durcb 

^ + y+2; = 0;w = 0, 
wobei dann 

3(y — z) — w = (); 3(z — x) — w; = 0; 3 (a: — y) — w = 

die Gleicbungen der 3 sicb im Pol der Ebene rv =0 scbeidenden Os- 
culationsebenen sind, sodass die in dieser Ebene gelegenen Verbin- 
dungslinien des Pols mit den der Ebene und der Curve gemeinsamen 
Punkten reprasentirt werden durcb 

w c=: 0; [_y — 2r = 0; z — a: = 0; x — y := 0]. 
Die Directrix der Ebene bat die Gleicbung 

[/y = 0; .T + y + « =: 0] 

und die Seiten des durcb den cubischen Kegelscbnitt in der Ebene 
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w = bestimmten Dreiecks sind 
w; = 0; [7 X + y + z = 0\ x + 7 y + z = 0] x + y + 7 z = 0], 

Bezeichnen wir die in Parentbese stebenden Gleicbungen kurz mit 
^^ = 0, ^j = 0, A 2=^0^ so ist 

Ai — A^^ y — 2 = 0; A^ — Aq ^^ z — j? = 0; A^^ — A^ Et- x — y=0, 

und edialt man demnacb als Gleicbungen des zu je einer dieser 3 
Geraden und die sicb auf ibr scbneidenden Dreieckseiten conjugirten 
vierten barmoniscben Strables folgende: 

Ai + A2 — 2x + 8y + Sz = 0', A,^ + A^ ~- 8 x + 2 y + S z = 0-^ 

Aq +Ai-:^Sx + Sy + 2zzz^0, 

es scbneiden dieselben die betreffenden Gegenseiten in Punkten, die aaf 
der Geraden 

Aq + Ai + A^ — X + y + z = 

d. b. der Directrix liegen, sodass also diese fiir jede Ebene obne wei- 
teres gefunden werden kann, wenn die Scbnittpunkte der Ebene mit 
der Curve und ibr Pol bekannt sind. 



Zehntes CapiteL 

Auf die in den vorbergebenden Capiteln dargelegten Eigenscbafteu 
der cubiscben Kegelscbnitte stiitzen sicb eine Keibe von auf diese Cur- 
ven bezuglicben Constructionsaufgaben , mit deren wicbtigsten wir uns 
im Folgenden bescbaftigen woUen und die sicb, wie dies die dualistiscbe 
Natur der Curven motivirt, immer paarweise einander gegentiberstellen 
lassen. 

Sind zun^cbst secbs Punkte, resp. secbs Osculationsebenen eines 
cubiscben Kegelscbnitts gegeben, so konnen weitere Punkte, resp. Os- 
culationsebenen auf verscbiedene Weise ermittelt werden; um, was der 

, ,. ^ ^ „ . .if den in einer durcb 2 der gegebenen 

nacbstliegende Fall sem wird, ^ ,. -, , . ^i w r j cTi. -^xv • 

I die durcb einenPunkt auf der Scbnittlinie 

Punkte gebenden Ebene gelegenen dritten Curvenpunkt 1 

von 2 der gegebenen Ebenen gebende dritte Osculationsebene j ' 

ergibt sicb aus den Satzen des vierten Capitels: 

Die durcb 2 der gegebenen Die den auf der Scbnittlinie 

Punkte, etwa a und 6, gebende {A B) von zweien der gegebenen 

libene wird von den SeitenflHcben 6 Osculations - Ebenen gelegenen 

des von den 4 iibrigen Punkten Punkt mit den Eckpunkten des von 

gebildeten Tetraeders in 4 Geraden den Iibrigen 4 Ebenen gebildeteu 
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geschnitten, die mit der Geraden 
(a h) als Tangenten einen Kegel- 
scbnitt bestimmeD, dessen durch a 
und h geliende Tangenten sich in 
dem gesuchten Punkte schneiden. 

oder man benutzt die Erzeugung 
projectivische Strahlenbiindel, resp. 
durch zu folgender Construction: 

Die der durch die Punkte a und 
b gehenden Ebene E^ die wir als 
zum Strahlenbiindel a c, a rf, a e, 
a f , . . gehorig annehmen, im Biin- 
del 6 c, b dy b e^ b f , , , entspre- 
chende E^ schneidet die erstere in 
einer Geraden, welche von dem ihr 
in ersterem Biindel entsprechenden 
Strahl in dem gesuchten Curven- 
punkte getroffen wird. 



Tetraeders verbindenden Geradeu 
bestimmen mit der Geraden {^B) als 
Seiten einen Kegel 2, Ordnung, der 
die Ebenen A und B in zwei Ge- 
raden schneidet, welche in der ge- 
suchten Osculationsebene liegen. 

der Raumcurve 3. Ordnung durch 2 
2 collineare Ebenen und gelangt da- 

Der dem auf der Geraden 
{AB) angenommenen Punkte P, den 
wir als zum ebenen Systeme A C, 
A By AEy AF , . . gehorend betrach- 
ten, im System B Cy BDy B Ey 
BF, , , entsprechende P^ bestimmt 
mit P eine Gerade, durch welche 
sowie durch die ihr im ersten Sy- 
stem entsprechende die gesuchte 
Osculationsebene hindurchgeht. 



Dieselbe Erzeugungsart des cubischen Kegelschnitts fiihrt uns auch 

welche durch einen der 6 gege- 
welche in einer der 6 ^QQ^- 



zu einer Construction der Tangente 



•{ 



benen Punkte, etwa durch a hindurchgeht 1 . . 
, Tii_ J. ' J ^^ J. f 5 sie ist 



benen Ebenen, etwa in A liegt 

der dem' Strahl {a b) des Bii- 
schels bCy b dy be ... in dem an- 
dern Buschel « c , a dy ae . , . ent- 
sprechende. 



] 



die der Geraden {A B) des ebe- 
nen Systems B C, B By B E . , , , 
in dem System ACy A By AE,,,. 
entsprechende, 



was sich auf ahnliche Weise begrtinden lasst, wie die analoge Behaup- 
tung bei Erzeugung der ebenen Kegelschnitte durch zwei collineare 
Strahlenbiischel, resp. Gerade. Eine andere Construction von Tangenten 
ergibt sich aus dem im dritten Capitel bewiesenen Satze von dem einer 
Raumcurve 3. Ordnung eingeschriebenen S.iebeneck und dem reciproken 
dazu iiber ein Siebenflach, das von Osculationsebenen der Curve gebil- 
det wird, namlich: 



In jedem von Punkten einer 
Raumcurve 3. Ordnung gebildeten 
unebenen Siebeneck liegen die 
Punkte, worin die Ebenen (12 3), 
(2 3 4), (3 4 5) den Gegen- 
seiten (5 6), (6 7), (7 1) begeg- 



In jedem von Osculationsebenen 
einer Raumcurve 3. Ordnung gebil- 
deten Siebenflach schneiden dje 
Ebenen, welche die Punkte (1 2 3), 
(2 34), (3 4 5) mit den resp. Schnitt- 
linien (5 6), (6 7), (7 1) bestim- 
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nen, mit dem Punkt (3) in einer men, sich in einem Punkt der 
Ebene. ^) Ebene (3). 

Lslsst man nnn die Verbindungs - , resp. Schnittlinie von zweien 
der in diesen Satzen vorkommenden Elemente in eine Tangente tlber- 
gehn, wobei diese Elemente, etwa die Punkte, resp. Ebenen (1) und 
(2) einander unendlich nahe rticken, so ist 

durch den Schnittpunkt der Ebene durch die den Punkt (2 3 4) 

(2 3 4) mit der Geraden (6 7) und die Gerade (6 7) enthaltende 

und den von (3 4 5) mit der Ge- Ebene, und die durch (3 4 5) und 

raden (7 2) und den Punkt (3) (7 2) gehende und die Ebene (3) 

eine Ebene bestimmt, welche die ein Punkt bestimmt, welcher mit der 

Gerade (5 6) in einem Punkte trifft, Geraden (6 6) eine Ebene bestimmt, 

der mit der Geraden (2 3) eine die von der Geraden (2 3) in einem 

Ebene bestimmt , welche die Tan- Punkt getrofiPen wird, durch den die 

gente des Punkts (2) enthalt. in der Ebene (2) enthaltene Tan- 

Ebenso wird durch die Schnitt- gente geht. Ebenso schneiden sich 

punkte von (2 7 6) tind (3 4), von. die durch (2 7 6) und (3 4), (7 6 6) 

(7 6 6) mit (2 3) und den Punkt und (2 3) bestimmte Ebene und die 

(7) eine Ebene bestimmt, welche Ebene (7) in einem Punkte, wel- 

die Gerade (4 5) in einem Punkte cher mit der Geraden (4 6) eine 



1) Vorstehcnder Satz gibt, indem man successive 2 oder 3 Eckpnnkte znsam- 
menfallen lasst, wobei eine Seite in eine Tangente und eine Ebene durch 3 Punkte 
in eine Osculationsebene iibergeht, Veranlassung zu einer Reihe von Specialitaten, 
von denen wir einige hersetzen wollen. 

In jedem einer Raumcurve 3. Ordnung eingeschriebenen Fiinfeck treffen 
die Osculationsebene einer Ecke und die in dieser Ecke beruhrenden Ebenen, 
welche durch die beiden Nachbarecken gehen , die resp. Gegenseiten in 
Punkten, die mit jener Ecke in einer Ebene liegen. 

In jedem einer Raumcurve 3. Ordnung eingeschriebenen Yiereck schnei- 
den die Tangentenebenen zweier Gegenecken, welche durch dieselbe von 
den beiden andern Gegenecken gehen, und die Ebene dieser 3 Ecken die 
bezilglichen Yerbindungslinien der ersteren Ecken mit der vierten und die 
Tangente der letzteren in Punkten, welche mit der mittlern der 3 ersten 
Ecken in einer Ebene liegen. 

In jedem einer Raumcurve 3. Ordnung eingeschriebenen Viereck wird 
die Tangente einer Ecke von der Osculationsebene der Gegenecke und die 
in der ersteren Ecke sich schneidenden Seiten von den Tangentenebenen 
der zweiten Ecke, welche die beiden iibrigen Gegenecken enthalten, in 
Punkten geschnitten, welche mit jener zweiten Ecke in derselben Ebene 
liegen. 
U. s. w. 
Der erste von diesen Satzen kann, wie leicht zu entnehmen, benutzt werden, 
wenn die Osculationsebenen und die Tangente eines Punkts einer Raumcurve 
3. Ordnung und ausserdem noch 4 Punkte derselben gegeben sind, den Beriihrungs- 
punkt zu finden. 
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trifft, der mit (7 2) in einer Ebene 
liegt, die gleichfalls die Tangente 
des Punkts (2) enthMlt, sodass also 
ihre Schnittlinie mit der vorher- 
bestimmten Ebene die gesuchte 
Tangente ist. 



eine Ebene bestimmt, die von (7 2) 
in einem Punkte getroffen wird, 
durch welchen gleichfalls die in 
der Ebene (2) enthaltene Tangente 
gebt, sodass also die Verbindangs- 
linie dieser beiden Punkte die ge- 
suchte Tangente ist. 



__ J. f durch den Punkt (2) gehende | „. . , , 

Wenn die ^ . , ^. ._. \ > Tangente bekannt ist, 

I m der Ebene (2) gelegene J 

so lasst sich, wenn noch 4 weitere < ^ , . , > cegeben sind, 

I Osculationsebenen I '^ '^ 

{die Osculationsebene des Punkts (2) 1 . , _ . . 

, T» .1 I ^ J T^u /«\ 5- lolgendermassen bestimmen: 

der Beruhrungspunkt der Ebene (2) J ° 



DieTangentenebenen am Punkt 
(2), welche durch (6) und (3) gehen, 
treffen die Geraden (3 4) und (5 6) 
in Punkten, die mit (2) eine Ebene 
bestimmen, welche die Gerade (4 5) 
in einem Punkte trifift, durch den 
die Osculationsebene des Punkts 
(2) geht. 



Die Pdnkte, worin die in der 
Ebene (2) gelegene Tangente die 
Ebenen (6) und (3) trifft, bestim- 
men mit den lesp. Geraden (3 4) 
und (5 6) Ebenen, durch deren 
Schnittpunkt .mit der Ebene (2) und 
durch die Gerade (4 6) eine Ebene 
bestimmt wird, welche die in (2) ge- 
legene Tangente im Beruhrungs- 
punkt trifft. 



ihrer Losung an die Hand. Man erhalt, um, wenn 6 



Die Entstehung der Kaumcurven 3. Ordnung durch 2 Kegel 2. Ord- 
nung mit einer gemeinsamen Kante, resp. 2 beliebig im Raume gele- 
gene Kegelschnitte mit einer gemeinschaftlichen Taugente, aus welcher 
sich die in den angegebenen Constructionen benutzten Satze durch syn- 
thetische Betrachtungen herleiten lassen, gibt noch weitere Mittel zu 

J Punkte 1 

1 Osculationsebenen J 

T» o i-w 1 1 . T f den in einer durch 2 die- 

emerKaumcurve o. Ordnung gegeben sind,.{ ... _ . . « -, o. , 

I die durch einen auf derSchnitt- 

ser Punkte gehende Ebene JE liegenden dritten Curvenpunkt "j 

linie von 2 dieser Ebenen liegenden Punkt P mogliche 3. Osculationsebene | 

n n 1 J 1 1 f durch Verbindung irgend zweier mit 

zu hnden, wenn man bedenkt, dass <. , ,. t^i i . ^ 

I jede dieser Ebenen von den jedes- 

den jedesmaligen 5 iibrigen Ourvenpunkten zwei Kegel 2. Ordnung ent- 

maligen 5 iibrigen in Tangonten eines Kegelschnitts getroffen 

stehen 1 /^ . . 

. -. >, nachstehende Construction, indem man mit Bticksicht auf 
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die Satze von Pascal und Brianchon diei^ . ^^ , , . > 

I Tangenten jenerKegelscnnitte I 

- 1 I, f ^^^^ ^° ^®' gegebenen Ebene sclineiden 1 

* 1 durch den gegebenen Punkt gehen r' 

Eine durch die Schnittlinie Der den Verbindungslinien 

der Ebene (1 2 3) und (1 6 2), so- der Punkte (12 3) mit (16 2) 

wie durch die von (14 5*) und JS und (14 5) mit P gemeinsame 

gelegte Ebene schneidet die Ebene Punkt bestimmt mit dem Punkt 

(1 5 6) in einer Geraden, die mit (15 6) eine Gerade, welche die 

dem Punkt 3 eine Ebene bestimmt, Ebene 3 in einem Punkte trifft, 

welche die E in einer Geraden dessen Verbindungslinie mit P in 

schneidet, die den gesuchten Punkt der gesuchten Ebene liegt; ebenso 

enthalt; ebenso schneidet die durch liefert der als Schnitt der Verbin- 

den Schnitt von (2 3 4) mit (2 6 1) dungslinien von (2 3 4) mit (2 6 1), 

und den von (2 4 5) mit E gelegte und von (2 4 5) mit P erhaltene 

Ebene die Ebene (256) in einer Punkt in Verbindung mit dem Punkt 

Geraden, die mit dem Punkt 3 eine (2 5 6) eine Gerade, durch deren 

Ebene bestimmt, deren Schnittpunkt Schnittpunkt mit der Ebene 3 die ge- 

mit der vorherbestimmten Geraden suchte Osculationsebene gehen muss, 

der gesuchte Punkt ist. sodass dieselbe durch ihn und die 

vorhergefundene Gerade gegeben ist. 

Die Construction rechts gewinnt eine gefSlligere Form, wenn man 
sie dahin abandert, dass man in einer 3 von den gegebenen Punkten 
enthaltenden Ebene die Punkte aufsucht, worin sie von den sich in 
der Ebene schneidenden Kegelseiten getroffen wird; es liegen dieselben 
offenbar auf der der Ebene E mit der Ebene gemeinsamen Geraden 
und werden gefunden als Schnittpunkte dieser Geraden mit den beiden 
Kegelschnitten , welche in der Ebene (4 5 6) bestimmt werden durch 
die Punkte 4, 5, 6 und die Punkte, worin diese Ebene von den 
Strahlen (1 2) und (1 3), resp. (2 3) getroffen wird. 

Um die Tangente in dem soeben gefundenen Curvenpunkt zu con- 
struiren, hat man nur zu bedenken, dass, wenn die Punkte 1 und 2 zu 
Eckpunkten eines Coordinatentetraeders in der im dritten Eapitel aus- 
einandergesetzten Weise genommen werden, also die Curve dargestellt 
wird durch 

die Ebene E reprasentirt ist durch 

wo, wie wir friiher gesehen, & den Parameter des in dieser durch die 
Punkte 1 und 2, zu denen die Parameterwerthe und oo gehoren, 
gehenden Ebene gelegenen dritten Curvenpunktes ist. Die beiden von 
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den Punkten 1 und 2 aus durch die Curve gelegten Kegel 2. Ordnung 
haben die Gleichungen 

U, U^ -> Ui' = 0; U, U, - U^^ = 0, 

und die Gleichungen der Tangente in d" sind 

UQ-'2d' U^+ &^ U2 = 0', Ui-2^U2 + &^ U^ = 0; 

es stellen dieselben zwei Ebenen dar, welpbe die Kegel Isings den 
Geraden 

d. h. den Verbindungslinien ibrer Scbeitel mit dem Punkt & beriibren. 
Die Tangente des Punkts '9' wird demnacb erbalten als Scbnittlinie der 
die durcb die Strablen 1 2, 1 3, 1 4, 1 6, 1 6, resp. 2 1, 2 3, 2 4, 2 5, 2 6 
bestimmten Kegel langs ibrer in der Ebene E gelegenen Seiten beriib- 
ren den Ebenen. 

Die Osculationsebene eines Punkts wird gleicbfalls mit Riicksicht 
auf die eben benutzte analytiscbe Darstellung der Curve leicbt zu con- 
struiren sein in Folge der Bemerkung, dass die Ebene Uq = 0, welcbe, 
wie dies frtiber nacbgewiesen worden, die Curve im Punkt 1 osculirt, 
den von diesem Punkt als Scbeitel aus durcb die Curve gelegten Kegel 
Uq U2 — U{^ = langs der Seite Uq = 0, i^j = 0, d. b. iSngs der 
Tangente der Curve in jenem Punkt beriibrt, welcbe Eigenscbaft selbst- 
verstandlicb fiir alle Curvenpunkte gilt. 

Was scbliesslicb die allgemeinste bierber geb5rige Aufgabe betrifft, 
•• V \^ I ^^® ^^ einer beliebigen Ebene gelegenen Punkte einer Raum- 
1 die durcb einen beliebigen Punkt gebenden 3 Osculations- 
curve 3. Ordnung 1 u x- n ( Cur- 

^ o r\ J r 2^ bestimmen , wenn 6 ^ ^ 

ebenen emer Raumcurve o. (Jrdnung J LOscu- 

venpunkte 1 , . ■, . j 

. . ^ > gegeben smd, so smd 

lationsebenenj 

in der betreffenden Ebene zwei zwei Kegel 2. Ordnung mit dem 

Kegelscbnitte bestimmt durcb die betreffenden Punkt als Scbeitel ge- 

6 Punkte, worin dieselbe einerseits geben durcb die 5 Tangentenebe- 

von den Strablen (1 2), (13), (14), nen, welcbe er mit den Geraden 

(1 5), (1 6), andererseits von (2 1), (1 2), (1 3), (1 4), (1 5), (1 6), 

(2 3), (2 4), (2 5), (2 6) getroffen resp. (2 1), (2 3), (2 4), (2 5), (2 6) 

wird; die drei Punkte, welcbe die- liefert; die 3 Tangentenebenen, 

selben ausser dem durcb den Strabl welcbe die Kegel ausser der die Ge- 

(1 2) bestimmten Punkt nocb ge- rade (12) entbaltenden nocb ge- 

mein baben , sind die gesucbten mein baben, sind die gesucbten Os- 

Curvenpunkte. culationsebenen. 
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Es kommt somit die Aufgabe zuriick auf die Construction der zweien 
Kegelschnitten gemeinscbaftlichen Pnnkte, resp. Tangenten, da aus der 
letzteren die der zweien concentrischen Kegeln 2. Ordnung gemein- 
scbaftlichen Tangentenebenen unmittelbar sicb ergibt. ^) 

Man ist durch die vorber angegebene Construction der Tangenten nun 
aucb im Stande, die Asymptoten eines durch 6 Punkte bestimmten cu- 
biscben Kegelschnitts zu ermitteln. Zunacbst lassen sich die Eichtungen 
derselben finden, indem man fur die beiden die Curve bestimmenden 
Kegel 1 (23456) und 2 (13456) diejenigen Seiten aufsucht, welche 
einander parallel sind, was in der Weise gemacht werden kann, dass 
man durch den Scheitel des einen Kegels einen zum andern parallelen 
legt, beide mit einer Ebene schneidet und die den so erhaltenen Kegel- 
schnitten ausser dem auf dem Strahle (1 2) gelegenen drei gemeinsamen 
Pubkte aufsucht. Die die beiden ersteren Kegel 1 (23456) und 2 
(134 5 6) langs, eines solchen Paares paralleler Seiten tangirenden 
Ebenen schneiden sich dann in der Tangente des nach der Eichtung 
der betreffenden Seiten in unendlicher Feme gelegenen Curvenpunkts, 
d. h. in einer Asymptote des cubischen Kegelschnitts. Hierdurch sind 
dann auch zugleich die durch die Curve moglichen Cylinder 2. Ordnung 
ermittelt, deren iSngs der betreffenden Asymptote beriihrende Ebenen 
die Osculationsebenen der Curve in den unendlich entfernten Punk- 
ten sind. 

Es iSsst sich dann eine weitere Eeihe von Aufgaben bilden, in- 
dem die sechs die Eaumcurve 3. Ordnung bestimmenden Elemente nicht 
alle gleichartig angenommen werden, also zun^ichst etwa 5 Punkte und 
eine Osculationsebene, 4 Punkte und 2 Osculationsebenen u. s. w. Wir 
wollen nicht weiter auf dieselben eingehen, sondern nur bemerken, dass 
in dem Fall, wo die Osculationsebenen zu irgend welchen der gegebe- 
nen Punkte gehoren , die Auflosung auf denselben Principien beruht wie 
vorber, und besonders erinnern an die sich unmittelbar aus dem im neunten 
Capitel gefundenen Satz, dass 4 Punkte eines cubischen Kegelschnitts 
ein Tetraeder bilden, welches dem von ihren Osculationsebenen gebildeten 
gleichzeitig ein- und umschrieben ist, ergebende Construction von weitereh 
Punkten, resp. Osculationsebenen, sobald 3 Punkte nebst den zugehorigen 
Osculationsebenen bekannt sind. Es konnen ferner als Bestimmungs- 
stucke Gerade gegeben sein, welche Sehnen der Curve resp. Schnittlinien 
von 2 Osculationsebenen derselben sein sollen und sttitzt sich deren 
Losung mit Ausnahme der nSchstliegenden , wo 5 Punkte und eine 



1) In Betreff der Aufsuchung^ der den Kegelschnitten gemeinsamen Punkte, 
resp. Tangenten verweisen wir auf Jacob Steiners Vorlesungen iiber synthetische 
Geometric. II. Theil. Bearbeitet von Dr. Heinrich Schroter. §. 53. pag. 386 flf. 
Oder auch Cbasles, traite des sections coniques. Ire partie. Cbap. XIII. § lY. p. 223. 
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Gerade gegeben ist und die wir eingehender betrachten wollen, auf die 
im siebenten Capitel erorterten Be^iebungen zwiscben einer Kaumcurve 
3. Ordnung und den durch sie bindurcbgebenden Hyperboloiden. Be- 
zeicbnen wir die gegebenen 5 Curvenpunkte mit 1, 2, 3, 4, 6 und die 
Gerade, welcbe Sebne werden soil, mit g^ so wird die gesucbte Curve 
erbalten als Scbnitt zweier Kegel 2. Ordnung, der en Scbeitel auf g 
liegen und welcbe durcb die 5 gegebenen Punkte geben. In Folge des 
auf den Kegel tibertragenen PascaFscben Theorems miissen sicb dann, 
wenn mit s der unbekannte Scbeitel irgend eines dieser Kegel bezeicb- 
net wird, die Ebenenpaare (« 1 2), (5 4 5); {g 1), (5 3 4); {g 5), {s 2 3) 
in 3 Geraden /?, g, r scbneiden, die auf einer Ebene E liegen. Von 
den Geraden q und r kennt man nun je einen Punkt, nSmlicb auf q 
den Punkt or, worin sicb {g 1) und (3 4) treffen, und auf r den Punkt 
I?, worin sicb {g 5) und (2 3) begegnen; da dann die Verbindungslinie 
(a j3) aucb in der Ebene E liegen muss, so muss die Gerade p den 
Linien g, (1 2), (4 5), (a j3) begegnen und ist daber die Aufgabe zu- 
riickgefubrt auf die andere, eine Gerade zu bestimmen, welcbe 4 ge- 
gebene Gerade scbneidet. Diese letztere bat bekanntlicb ^) zwei Lo- 
sungen, sodass also nur 2 auf der Geraden g gelegene Kegelscbeitel und 
mithin nur eine den Anforderungen geniigende Eaumcurve 3. Ordnung 
existirt. 

Ebe wir zu den auf in der Flacbe eines Hyperboloids gelegenen 
Kaumcurven 3. Ordnung beziiglicben Aufgaben ubergeben, mag nocb 
die Construction der durcb einen Punkt des Eaumes moglicben Sebne, 
resp. der in einer Ebene gelegenen Schnittlinie von 2 Osculations- 
ebenen, wie sicb derselbe aus den am Scbluss des vorigen Capitels ge- 
gebenen Erorterungen ergibt, bemerkt werden, nSmlicb: 

Man construirt die 3 durcb Man construirt die 3 in der 

den Punkt moglicben Osculations- Ebene gelegenen Curvenpunkte, 

ebenen mit ibren Bertibrungspunk- sowie ibre Oficulationsebenen und 

ten, deren Ebene die 3 ersteren verbindet den Durcbscbnittspunkt 

Ebenen in aucb durcb den Punkt der letzteren mit jedem der 3 er- 

gebenden Geraden scbneidet; be- steren; dann bestimmt man zujeder 

stimmt man dann zujeder von diesen dieser Verbindungslinien und den 

letzteren und den in derselben Ebene durcb dieselbe Ecke gebenden Sei- 

gelegenen Kanten des von den 3 Os- ten des von 3 Curvenpunkten ge- 

culationsebenen gebildeten kiirper- bildeten Dreiecks den vierten bar- 

licbenDreiecksdie4.barmoniscbeGe- moniscben Strabl, deren Scbnitt- 

rade, so scbneiden sicb die durcb sie punkte mit den betreffenden Gegen- 

und die betr. Gegenkante bestimmten seiten auf der gesucbten Geraden 

Ebenen in der gesucbten Geraden. liegen. 

1) Yergl. Steiner, systematische Entwicklung etc. pag. 243. 
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Wir beschaftigisn uns nun noch mit einigen Constructionen von 
Raumcurven 3. Ordnung, welche einer bestimmten Flache 2. Ordnung an- 
gehoren sollen nnd stellen zunachst die Aufgabe, dnrch 5 auf einem 
einfachen Hyperboloid gegebene Punkte einen cubischen Kegelschnitt 
zu bestimmen, der ganz in der Flache liegt. Es wird derselbe mit 
Riicksicbt auf die im zweiten Capitel angegebene Erzeugung von Eaum- 
curven 3. Ordnung durch projectivische Gebilde erhalten als Ort der 
Punkte, worin ein Ebenenbiischel , dessen Achse durch 2 der gegebe- 
nen Punkte geht und von einer dazu projectivischen Eegelschaar des 
Hyperboloids getroffen wird. Die projectivische Beziehung beider Ge- 
bilde wird vermittelt durch 3 Paare entsprechender Elemente, etwa die 
Ebenen .1 2 (3, 4, 6) und die durch die Punkte 3, 4, 6 gehenden Ge- 
raden der einen oder der andern Erzeugung und gibt es demnach zwei 
der Aufgabe genilgende Curven. 

Im siebenten Capitel batten wir das verschiedene ^erhalten der 
Raumcurven 3. Ordnung gegen die Erzeugenden des eioen oder andern 
Systems von durch sie gehenden Hyperboloiden kennen gel em t und 
liegt desshalb die. Frage nahe, ob unter den Geraden, deren jede 
zwei Punkte mit der Curve gemein hat, auch Tangenten derselben vor- 
kommen und wie sie zu findeu sind. Der ebendaselbst bewiesene Satz, 
dass die durch eine Sehne der Curve und die resp. beiden auf jeder 
Erzeugenden gelegenen Curvenpunkte gehenden Ebenen in Involution 
sind, gibt die Losung, dass die gesuchten Tangenten in den beiden 
Doppelebenen dieses involutorischen Ebenenbuschels liegen. 

Diese Existenz von Tangenten unter den Erzeugenden eines durch 
einen cubischen Kegelschnitt gehenden Hyperboloids fuhrt uns dann auf 
die Aufgabe, wenn 4 Punkte der FlSche gegeben sind und eine be- 
stimmte Erzeugende, eine darauf gelegene Eaumcurve 3. Ordnung zu 
construiren, welche durch die 4 Punkte geht und jene Erzeugende be- 
rilhrt. WShlt man auf der Erzeugenden 2 beliebige Punkte, so kann 
durch jeden von ihnen und die 4 gegebenen Punkte ein cubischer Kegel- 
schnitt gelegt werden, der noch einen Punkt mit dieser Erzeugenden 
gemein hat, und bestimmen die beiden auf diese Weise erhaltenen 
Punktpaare nach einem fruher bewiesenen Satze auf die Erzeugenden 
eine involutorische Punktreihe, deren Doppel elemente die Punkte sind, 
worin die gesuchten Curven 3. Ordnung dieselbe beruhren , sodass also 
ihre Construction als durch 6 Punkte gehend ausgefuhrt werden kann. 

Schliesslich geben wir eine einfache Losung der Aufgabe, wenn 
zwei auf einem Hyperboloid gelegene Eaumcurven 3. Ordnung gegeben 
sind, die eine bestimmte Erzeugende in je 2 Punkten schneiden, ihre 
4 Schnittpunkte zu construiren. Legt man durch die gegebene Erzeu- 
gende einen Ebenenbiischel, so werden dadurch beide Curven projectivisch 
aujpeinander bezogen und sind die in einer Ebene des Buschels liegenden 
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Curvenpunkte homolog. Eine Gerade aus der Schaar, welcher die gege- 
bene nicht angehdrt, bestimmt dann mit jedem Paar homologer Curven- 
punkte entsprechende Ebenen zweier coaxialer project! vischer Ebenen- 
biischel, deren Doppelebenen die den beiden Curven gemeinsamen 
Punkte enthalten. 



A n h a n g. 

Wir geben schliesslich noch eine Andeutung von der im Ein- 
gang erwahnten Bedeutung der cubischen Kegelschnitte fur die Me- 
chanik, wobei sich zeigen wird, dass sich der im neunten Capitel 
auseinandergesetzten dualen Beziehung zwischen Raumgebilden ver- 
mittelst einer Raumcurve 3. Ordnung eine statische Bedeutung abge- 
winnen lasst. 

Man kann bekanntlich ^) Krafte im Raum, welche auf ein starres 
Punktsystem wirken, immer ersetzen durch eine Einzelkraft R, die 
durch einen beliebig angenommenen Punkt I, ^^, 5 des Raumes geht 
und deren Componenten sind 

wobei 27 X, -2 F, HZ die Summon der parallel zu den Coordinaten- 
achsen thatigen Componenten der gegebenen Krafte sind und also 

B = j/ A^ + B'^ + (7^ ist und durch ein Kraftepaar, welches aus den 
drei parallel zu den Coordinatenebenen wirkenden Paaren mit den 

resp. Momenten 

i = L-(rjC^iB), 

m = M — (^A-^lB), 
^ = N--{lB — 7iA) 

resultirt und demnach das Moment @=//S^ + aK^ + SR2 hat. Vor- 
stehende Formeln lehren, dass, wenn der Punkt S> ^; S; durch den die 
Einzelkraft geht, fixirt ist, die Ebene des resultirenden Paares voUig 
bestimmt ist und umgekehrt, dass, sowie die Ebene des letzteren als 
gegeben angenommen wird, jene Kraft durch einen bestimmten in 
ihr gelegenen Punkt gehen muss. Denn es bildet die Achse des 
Paares mit den Coordinatenachsen Winkel a, /S, y, welche bestimmt 
sind durch die Gleichungen 

cos «= @; ^<>s^ = @^ ^^«y=@^ 



1) Yergl. Dubamel, anal. Mechanik. Deutsch heransgegeben von Schlomilch. 
Bd. I, p. 59. 
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so dass man hat 

cos a : cos /? : cos y = S : 9)i : 5ft 
und ist demnach die Gleichung der Ebene des Paares, weil dieselbe 
durch den Punkt 5; V) S gehen muss 

(a: - g) 2 + (y - 1?) Sm + (z - g) 91 = 
Oder ftir die obigen Werthe von S, 9K, 9i • 

Wird andererseits die Ebene des Paares, also auch seine Achsenrich- 
tung als gegeben angenommen, so miissen, wenn 

die Gleichung seiner Ebene ist, die Relationen 

p:q:r = i:m:^ = 

L^{7iC^lB):M — {tA-^lC):N—{lB — 7iA) 
und 

bestehen, woraus sich 

J. q N — r M — s A r L — p N — s B ^ 

^~pA + qB + rC'^ ^~ pA + q B + r c'^ 

, p M -— qL — sC 

^ ~ pA + qB + rC * 

als Coordinaten des PunktS; durch den dann die Einzelkraft B gehen 
muss, ergeben. Dass das auf die angegebene Weise vermittelte Ent- 
sprechen von Punkten und Ebenen dasselbe ist wie die im neunten 
Capitel erorterte Beziehung zwischen Pol und Polarebene in Bezug 
auf eine Raumcurve 3. Ordnung, wird ohne weiteres erkannt, wenn 
man aus den daselbst fiir homogene Coordinaten aufgestellten for- 
meln solche fiir Parallelcoordinaten herleitet. Zu dem Ende seien 

UQ = aQX + b^y + CqZ = 0, 
U^^ aiX + b^ y + c^ z = 0y 

^2 ^ «2 ^ + ^2 y + ^2 ^ = ^; 
U^ = a^x + b^y + c^z + 1 =0 

die Gleichungen der damals benutzten Fundamentalebenen in der 
Normalform, sodass also die homogenen Coordinaten XqI x^ : X2 : x^ 
eines Punkts 5, t^, 5 erhalten werden durch Substitution von S? ^; S 
in vorstehende Formeln. Werden nun die sich hierdurch ergebenden 
Werthe in die Gleichung 

0:3 Uq - Xf^U^ + 3 {x^ 1/2 — oc^ Vy) — 

der zum Punkt x^: x^ : x^ > ^3 gehorigen Polarebene eingesetzt, 
und fur Uq, U^ . . . die oben gegebenen Werthe geschriebeu; so liefert 
das nach x y z geordnete Resultat 
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«i (^ - S) + l^x {y — ri)-¥ ^1 (^ - 5) + 

{^'n — iv) [^3 ^0 — ^3 ^0 + 3 (^^1 ^2 — c^ h^y] + 

{Xl — iz) [C3 flo ~ «3 ^0 + 3 (^1 «2 - «1 ^2)] + 
{yl — lfix) [«3 ^^„ — &3 flTo + 3 («! «^2 — *1 «?)] = 

die Gleiehung der Polarebene des Punkts S, ti, g in dem zu Grunde 
liegenden Parallelcoordinatensystem. Dieselbe stimmt offenbar fur die 
Substitutionen 

&3 ^2 — ^3 &o + 3 (^1 ^2 -^ ^1 ^2) = 4 

^3 «0 — ^0 «3 + 3 (Ci «2 — ^^1 ^2) = ^; 

«3*o — «o ^3 + 3 (a, b^ — ^^, tf2) = ^ 
mit der oben gefundenen Gleiehung der Ebene des zum Punkt |, ly, g 
gehorigen Kr^ftepaares uberein. Fiir dieselben Substitutionen geben j 

dann auch die obigen Formeln fiir |, 1?, 5 die Coordinaten des Pols , 

eine Ebene und konnen nach ihnen z. B. die im sechsten Capitel be- j 

nutzten Coordinaten des Pols der Ebene, worauf die Mittelpunkte 
aller in der Tangentenflache einer Rauracurve 3. Ordnung moglichen 
Kegelschnitte liegen, leicht ermittelt werden. 

Da es nicht in unserer Absicht liegt, diesen Zusammenhang voiv 
Satzen der Statik mit solchen aus der Lehre von den Raumcurven 
3. Ordnung weiter zu verfolgen, sondern wir es fiir geniigend erach- 
ten, denselben im Princip festgestellt zu haben, so verweisen wir 
wegen hierher gehoriger Einzelheiten, sowie in BetrefF der sich daraus 
fiir die Dynamik ergebenden Consequenzen auf die in der Einleitung 
citirten Arbeiten von Mobius und Chasles. 
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